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Bevezetés

A fény kettos természete tobb évszazadig, egészen a XX. szazad elejéig egy meg-
oldatlan probléma volt a fizikdban. A fény dualis természetének két oldala, nevezetesen a
diszkrétség (részecsketulajdonsag) és a folytonossag (hullamtermészet), természetes egy-
ségbe otvozodik a fény kvantumelektrodinamikai targyalasaban, melynek alapjait Paul

Dirac brit Nobel-dijas fizikus fektette le az 1920-as évek masodik felében.

Az 1960-as évek elején Roy Glauber amerikai Nobel-dijas fizikus ramutatott, hogy
olyan optikai jelenségek, problémak targyalasara, ahol a fény kettos, hullam-részecske
természete megnyilvanul, a kvantumelektrodinamikai leirast kell alkalmazni. Kiemelt
jelentoségli eredménye, hogy a fény koherenciatulajdonsagainak jellemzésére bevezette
az un. koherencia-fiiggvényeket, és ezek segitségével definidlta a sugarzasi tér nevezetes
kvantumallapotat, az in. koherens allapotot, amely a klasszikus fénynek, az idealis
egymoédusu 1ézersugarzasnak megfelelo kvantumallapot. Ezért Glaubert tekinthetjik a

kvantumoptikai kutatasok elinditéjanak.

Napjainkban egyre tobb olyan optikai jelenség létezik, ahol a fény ,nemklasszikus”
tulajdonsaga egyértelmtien megnyilvanul. Az irodalomban a ,nemklasszikus fény” ki-
fejezést valamilyen specialis kvantumos tulajdonsagu, a fény kvantumelméletével leir-
haté fény megnevezésére hasznaljak. Ilyen nemklasszikus allapotok példaul a fotonszam-
allapotok, a kiillonb6z6 szuperponalt allapotok (példaul a koherens- és fotonszamallapot-
szuperpoziciok, és a Schrodinger-macska allapotok) és az 6sszenyomott allapotok. Utébbi
fényallapotok fontos tulajdonsaga, hogy valamelyik mérheto fizikai mennyiség kvantum-
zaja kisebb, mint a koherens allapotban. Az ilyen tulajdonsagu fényt altalanosan ossze-
nyomott allapoti fénynek nevezziik, a konkrét elnevezés tartalmazza annak a fizikai

mennyiségnek a megnevezését, amelynek bizonytalansiaga kisebb a koherens értéknél.
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Az elmult harminc évben a kvantumoptikai kutatasok jelentos része foglalkozik a
nemklasszikus fényallapotok eléallitasaval, alkalmazasaival. Mivel a jelenleg hasznalt
optikai kommunikaciés rendszerekben és mérési eljarasokban lézerfényt hasznalnak,
amely idealis esetben koherens allapotu fény jelent, és az elérheté jel-zaj viszony végs6
hatarat a koherens allapot kvantumzaja jelenti, ezért a nagyobb pontossag és hatékony-
sag érdekében jelentds szerepet jatszhatnak a nemklasszikus fényallapotok eléallitasa
és gyakorlati felhasznalasa.

A jegyzet 1. fejezetében a legfontosabb kvantummechanikai alapfogalmakat ismertet-
juk, ezek a Hilbert-terek és tulajdonsagai, a Dirac-jelolés, valamint a linearis operatorok.

A 2. fejezetben az elektromagneses sugarzasi tér kvantalasarol lesz sz6 részletesen,
mely a kvantumoptika alapjat képezi, ezutan a fazisoperatorok alapproblémajat taglal-
juk, majd a kvantalt elektromagneses sugarzasi tér nevezetes allapotait és fontos tulaj-
donsagait fogjuk bemutatni.

A 3. fejezet tartalmazza a kvazivalészintiségeloszlas-fiiggvények alapveto ismeretét,
mellyel a fény kvantumallapotai reprezentalhatok a kvantummechanikai fazistérben.

A 4. fejezet kvantumoptika fontos optikai elemeit targyalja, mint a nyaldaboszto6 és a
homodin detektalas alapvet6 elméletét.

A fény nemklasszikus allapotainak el6allitasa a kvantumoptika egyik fontos kutatasi
teriilete, melynek fontosabb fajtaja az haladéhullamu feltételes médon torténoé kvantum-
allapot-eléallitas (,quantum state engineering”). Ennek harom fontos alapsémajat mutat-

juk be, mely az 5. fejezet tartalmat fogja képezni.
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1. fejezet

Matematikai alapok

1.1. Hilbert-tér

Definicié Hilbert-tér: komplex szamtest feletti n dimenziés skalarszorzattal ellatott
teljes, linearis, metrikus tér. A Hilbert-tér elemeit vektoroknak hivjuk, amelyeket a "| )"
szimb6lummal fogjuk jel6lni, ez az in. Dirac-féle jelolésméd. A Hilbert-térhez tartozo

skalarszorzat egy olyan # x /# — C fuggvény, amelyre az alabbi allitasok teljesiilnek:

(x|} =(yl=)", (1.1)
(x1+22]y) = (x1|y) +(xz2]y), (1.2)
(x[Ay) = A(x[y), (Ax|y)=2"(x|y), (1.3)
(x|x) =0, (x|x)=0< |x): nullvektor, (1.4)

azaz a skalarszorzat a masodik valtozoban linearis, az els6 valtozéban konjugalt linearis,
illetve pozitiv definit. A skaldrszorzatbdl norma szarmaztathato, ||x|| = \/m, mely-
b6l a tavolsag, d(x,y) =||x — y||. A Hilbert-tér ezen normahoz tartozé topolégiaban teljes
(barmely Cauchy-sorozat konvergens). A Riesz-féle reprezentacios tétel szerint barmely
Hilbert-téren hato linearis funkcional reprezentalhato6 egy #-beli vektorral val6 skalar-
szorzassal. fgy a <x| jelolés alatt a A dualisaban 1évo linearis funkcionalt értjiik, aminek
hatasa egy | y) vektorra: <x| y). Megjegyezend6, hogy egy vektortér elemei és dudlisanak
elemei ugy viszonyulnak egyméshoz, mint a matrixszamitasban az oszlopvektorok a sor-

vektorokhoz. A kovetkezokben néhany példat mutatunk Hilbert-térre:
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8. 1. Matematikai alapok

n
e C" tér: komplex elemii n hosszu vektorok tere az <x| y) = Z x y; skaldrszorzattal,
i=1

n n
. . . . 2
* (2 tér: négyzetesen osszegezhetd sorok tere, azaz Z |x,| < 00, az <x|y> = foyi
i=1 i=1
skalarszorzattal. Ez nem mas, mint az el6z6 példa természetes végtelen dimenzios

altalanositasa.

. L2 (R) tér: a szémegyenesen négyzetesen integralhaté fiiggvények tere, vagyis
f | f (x)| dx < 0o, az {f | g f f*(x)g(x)dx skalarszorzattal. Ennek a térnek egy

baz1sat adjak a jol ismert Hermlte figgvények. A kvantummechanikaban a fizikai
rendszereket hullamfiiggvényekbol all6 komplex Hilbert-tér ir le, ezek a hullam-
filggvények a rendszer egyes allapotait irjak le, a hullaimfiggvények egy L? tér

elemei a kvantummechanika modern megfogalmazasaban.
* Szeparabilis Hilbert-tér: Megszamlalhaté bazissal rendelkezé Hilbert-tér.

A tovabbiakban csak szeparabilis Hilbert-terekkel fogunk foglalkozni. Barmely vektor
kifejtheté a tér egy {|¢;)} bazisan (altaldnositott Fourier-sorfejtés):

W) => cilgi), (1.5)
1=0

ekkor rogzitett bazis mellett |\I’>-t helyettesithetjiik a ¢; koordinataibol allé vektorral,
igy minden végtelen dimenziés szeparabilis Hilbert-tér izomorf lesz az ¢2 térrel, és egy-
massal is. A Hilbert-tér két eleme egymasra ortogonalis, ha skalaris szorzatuk nulla,
azaz (f|g) = 0. Egy Hilbert-térbeli {|a, )} halmazt ortonormaltnak nevezziik, ha barmely
két kiilonbozo elemének a skalaris szorzata 0, mig onmagaval vett skalaris szorzata 1.
Az {|a »)} halmazt a Hilbert-téren teljes ortonormalt rendszernek neveziink, ha barmely

Hilbert-térbeli |a) vektor eléall az {|a n)} halmazbeli elemek linedris kombinaci6jaként:

|a> = Z Cn|an>’ (1.6)
n=0

ahol ¢, komplex szamok, melyek a kovetkezé médon allithatok elo:

(amla)=)_ cnlam|ar)=cm. (1.7
n=0 T
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1. Matematikai alapok 9.

Tetszoleges Hilbert-térbeli elem eléallithaté egy teljes ortonormalt rendszer ismeretében:

@)= 3 lan) asla). s

A teljes ortonormalt rendszert szokas bazisnak is hivni. Az |an><an| szorzatot diadikus
szorzatnak, vagy projektornak nevezziik, ami nem skalar, hanem egy matrix, amely a

o0

. lan)(an| =1 (1.9)

n=0

feltételt elégiti ki, ahol 1 az egységet jeloli. Megjegyzések a Hilbert-térrel kapcsolatban:

e Minden Hilbert-tér egyben Banach-tér! is (forditva akkor igaz, vagyis pontosan
akkor szarmaztathaté normaja valamely skalarszorzatbél, ha a tér feletti norma

teljesiti az un. paralelogramma-azonossagot, azaz a Jordan—-Neumann-tételt),
e Minden L? (R) tér egy Hilbert-tér,

* Minden véges dimenzids bels6 szorzattal rendelkezé tér (mint az euklideszi-tér a
szokasos skalarszorzattal) Hilbert-teret alkot. A végtelen dimenziés terek jelento-
sége az alkalmazasok teriiletén sokkal nagyobb. Par példa ezekre:

— Az unitér csoportreprezentaciok elmélete,
- A négyzetesen integralhaté sztochasztikus folyamatok,

— A parcialis differencidlegyenletek Hilbert-tér elmélete, kiillonosen a Dirichlet-
probléma? megfogalmazasai,
- A fiiggvények spektralis analizise,

- A kvantummechanika matematikai megfogalmazasai.

A bels6 szorzat teszi lehet6vé a ,geometriai” latasmod megorzését, a véges dimenzids
terekben megszokott geometriai nyelvezet hasznalatat. Az 0sszes végtelen dimenziés
topologikus vektortér koziil a Hilbert-terek a ,legjobban viselked6ek”, mivel ezek allnak

legkozelebb a véges dimenzios terekhez.

IBanach-tér: olyan teljes normalt vektorteret értiink alatta, vagyis olyan vektorteret, mely a normabél

szarmaztatott metrikara nézve teljes.
2Dirichlet-probléma: A peremérték-probléma, ahol a hatérérték egy értéket ad a probléménak.
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10. 1. Matematikai alapok

1.2. Linearis operatorok

Definicié Linearis operator: egy A:#— 7 operator linedris, ha VA; 9 € C, valamint
V|x1,2) € A esetén A(A1]x1) + Ag|xe)) = A1Alx1) + A2A|xg). Két operatort (A, B) akkor

tekintiink egyenlonek, ha barmely Hilbert-térbeli |x> vektorra igaz, hogy
Alx)=B|x). (1.10)
Az operatorok kozott értelmezve van az 6sszeadas és a szorzas is:

(A+B)|x) =Alx) +Blx),
(1.11)
(AB) |x) = A (B|x)) = AB

Az operatorok felcserélhetosége fontos szerepet jatszik a kvantummechanikaban. Két

operator felcserélhet, ha AB = BA, altalanosan a felcserélhetéségre jellemzé
[A,B] =AB-BA (1.12)

kifejezést kommutatornak nevezziik, amelynek ha értéke nulla, akkor a két operator
felcserélheto, egyébként pedig nem. A felcserélhetoség a mérések, illetve transzformaciok
felcserélhetoségével van kapcsolatban, mivel az operatorok jelentik a méréseket, illetve
a transzformaciékat. Ha két operator nem cserélhet6 fel, akkor a nekik megfelel6o két
mérés, illetve transzformacié sorrendje sem felcserélhetd. Ezeket kanonikusan konjugéalt
operatoroknak hivjuk. Ilyen nem felcserélhet6 operatorok a helykoordinata- és impulzus-
operatorok, amelyekre a [X,px| = [¥,Py] = [2,P.] = ik relaci6 teljesiil.

Ha két adott operatornak szimultan sajatfiiggvényekbol all6 bazisa van, akkor a két
operator felcserélheto. Ez az allitas visszafelé is igaz. De mi a szimultan sajatfiiggvény?

Legyen adott két operator, A; és Ay, eszerint ¢ akkor szimultan sajatfiiggvénye, ha
Aip=cio, (1.13)
Asp =29, (1.14)
ahol c1,c9 € C. Ha balrél megszorozzuk az (1.13) sajatérték-egyenletet Ay-vel, az (1.14)
sajatérték-egyenletet pedig A;-gyel, akkor azt kapjuk, hogy

AzAl =A201 = ClAz =C1C2 A A A A
R ? N Y . v L A1Ar = AA,. (1.15)
A1Asp=Ajcop=coA1p=cacip
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1. Matematikai alapok 11.

Ezzel belathat6, hogy A; és Ay operator egymassal felcserélheté az adott sajatfiiggvény-
re nézve, ha a fliggvény szimultan sajatfiuggvény. Ha létezik ilyenekbdl allé bazis, akkor
minden fliiggvény kikombinalhaté sajatfiggvényekbol, tehat minden fliiggvényre nézve
igaz, hogy nem szamit milyen sorrendben alkalmazzuk a két operatort a fiiggvények-
re, mivel ugyanazt kapjuk. Két fizikai mennyiségnek akkor létezik egyszerre pontos
értéke (akkor mérhetok egyszerre), ha operatoruk felcserélheto, azaz a kommutatoruk
nulla. Ha ugyanis olyan rendszeren mérjiilk meg a fizikai mennyiség értékét, amelyet
a mennyiséghez tartozo operator sajatfiiggvénye ir le, akkor a sajatfiiggvényhez tartozo
sajatértéket kapjuk. Ezekbodl az kiovetkezik, hogy azon mennyiségparokra, amelyekre
hatarozatlansagi relacié all fent, a kommutator nem tanhet el. Ha két operator nem
felcserélhet6, akkor nincs kozos sajatallapot-rendszeriik, amin mindkett6 operator sajat-
értékkel rendelkezik, s igy tetszoleges pontossagi mérés egyszerre nem hajthato6 végre a
két fizikai mennyiségen.

A kvantummechanikaban a linearis, méréseket leir6é operatorok onadjungaltak, mas

néven hermitikusak. Egy operator onadjungalt, ha az adjungaltja 6nmaga,

AT=A, (1.16)
ahol T az adjungéalast jeloli. Az adjungélds (vagy hermitikus konjugélds) az operétor
(vagy matrix) transzponalasat, majd komplex konjugalasat jelenti. Fontos megjegyezni,

hogy két operator szorzatanak konjugalasa, megvaltoztatja az operatorok sorrendjét:

(AB)" =BA". (1.17)
Hermitikus konjugéalas segitségével |x> vektorbol <x| vektort képziink, mely forditva is

igaz. A kovetkezokben néhany példat mutatunk 6nadjungalt operatorokra:

e A C?%-n haté 6nadjungalt operatorok, azaz a 2 x 2-es onadjungélt matrixok kozott
(az identitassal egyiitt) bazist alkotnak az un. Pauli-matrixok:
10 ; 01 0 —i 1 0

’ 63’: ’ 6-2‘: ’ (118)
01 10 i 0 0 -1

S
[e=}
Il
Il
S
x
Il

ahol az I operatort egységoperatornak vagy egységmatrixnak nevezziik,
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12. 1. Matematikai alapok

e Az ¢?-n haté 6nadjungalt operatorok onadjungalt végtelen matrixokkal irhaték le,

az alabbi matrix példaul az impulzusoperator egy lehetséges reprezentacigja:

0 iVl 0 0
-Vl 0 iv2 o0
0 -iv2 0 ivV3 -], (1.19)
0 0 -iv3 0

e Az L? (R) téren két fontos nem korlatos snadjungalt operator:
- Koordinataval valé szorzas operatora: Xf(x) = xf(x), ha f(x), xf(x) € L? (R),

d
- Differencialoperator: pf(x) = —ihd—f(x), ha f(x), f'(x) € L? (R).
X

Operatorok kozott az egyik legfontosabb tipus az tn. unitér operator. Egy U operator

akkor unitér, ha adjungaltja megegyezik az inverzével:
U l=0", (1.20)
valamint kielégiti az alabbi feltételt:
00T =00"1=1 (1.21)

Az U unitér operatorokat szokds unitér idéfejleszté operatoroknak is nevezni, melyek
kielégitik az id6fiiggé Schrodinger-egyenletet:
AU .
th =HU(®), (1.22)
d¢
melynek altalanos megoldasa:

Ut) = exp (—%ﬁt). (1.23)

Unitér transzformaciok izometrikusak (szog- és tavolsagtartéak), amely azt jelenti, hogy

tetszodleges |1//> , |</>> € S allapotok esetén

U'0g) = (v|p). (1.24)

(Oy[0¢) = (v
Unitér operatorokkal megvalésitott transzformaciok az ortogonalis rendszert ortogonalis

rendszerbe, az ortonormalt rendszert ortonormalt rendszerbe, a teljes ortonormélt rend-

szert teljes ortonormalt rendszerbe transzformalnak.
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1. Matematikai alapok 13.

Definicié6 Matrix nyoma: tetszéleges M maétrix foatléjan 1évé elemek osszege (angolul

trace, németiil spur). Jelolése: Tr(M), vagy Sp (M). Tulajdonségai a kivetkezok:
* A nyom linearis miivelet:

Tr (A1 M+ A9N) = Tr (1;M) + Tr (AeN) = 1, Tr (M) + A2 Tr (N), (1.25)

* A nyomban szerepl6 tagok ciklikusan permutalhatok:
Tr (MNO) = Tr (OMN) = Tr (NOM), (1.26)
ahol felhasznaltuk a nyom egy masik fontos tulajdonsagat:

A__A

Tr(MN) = Tr (NM). (1.27)

* A nyom bazisfiiggetlen:
Tr (OTM0) = Tr (MO = Tr (1) = Tr (1) (1.28)

tetszéleges U unitér transzformaciéra, ahol kihasznaltuk azt, hogy a nyomon beliili

tagokat ciklikusan permutalhatjuk.

¢ Egy tetszoleges operator nyoma megegyezik a sajatértékeinek osszegével:

Tr (M) =Tr

Z/li|vi><vi|)ZZ/li<Ui|vi>=Z/li. (1.29)

* Specialis esete a parcialis nyom, amely egy olyan leképezés, ami a A4 ® #p Ossze-
tett tér pop stirtiségoperatorabdl egy A4 részrendszerbeli siraségoperatort képez

le az alabbi médon:

2 Cnmetlan)(am|®[br){bi|| =

= Z Cnmkl <bk|bl> |an><am

nmkl

04 =Trp(0aB) =Trp

)

amely igaz lesz arra vonatkozoéan is, ha a B részrendszer stiraségoperatora a meg-

hatarozandsé.
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14. 1. Matematikai alapok

1.3. Suruségoperatorok

Definiciéo Struségoperator: kevert kvantumallapotok leirasara szolgal6 operator. Ha
a kvantummechanikai rendszer egy j6l meghatarozott allapotban van, akkor az allapotat
egy |1//> allapotvektorral jellemezhetjiik. Ha a rendszer allapotat nem ismerjiik biztosra,

) allapotok valamelyikében p1,ps,...p, valé-

csak azt tudjuk, hogy a |y1),|y2),...,
szintiségekkel lehet, akkor ez egy nem tiszta allapot és nem jellemezhet6 egyértelmuien
egy allapotvektorral. Egy ilyen allapotot a stirtiségoperator segitségével jellemziink:

n

6= pilwi)(wi|, Y pi=1, (1.31)
. i=1

ahol |1;/i> <1//i| suraségoperatort tiszta allapotnak hivjuk. A stirtiségoperator segitségével
egy tetszdleges A fizikai mennyiség atlagértéke konnyen kiszamithaté a tekintett nem

tiszta allapotban mint

) =

<1//i|A|U/i> = ;m(% IA
(1.32)

zi (vl asl ) = 13 ol Ao pi(wias) = Tr (Be).

i=1;j=0

Tetszoleges reprezentaciéban a striiségoperatort 0 — [pnm| stirtségmatrixszal jellemez-

hetd. Legyenek egy adott reprezentécié bazisvektorai: |a1),|as),...,|an,), igy
A (0,0) o0 o0 o0
p=Tot= 3 5 an)anlolan)(anl = 5 5 ounlan)ian] 139
n=0m=0 n=0m=0

A stirtiségoperatorok tulajdonsagai a kovetkezok:

hermitikus, azaz QT = 0, valamint p,nm = 0>

tiszta és kevert allapotok siirtségoperatoraira igaz, hogy Tr () =1,

* 0>0, azaz a p egy pozitivan értelmezett hermitikus operator,

sajatértékei 0 és 1 kozotti valés szam,

Tr(p?) < 1, a tiszta allapot esetén Tr (%) = 1, mert 92 = |w ) (w|v) (y| = |v) (v| = o,
——
-1
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1. Matematikai alapok 15.

* a straségoperator idobeli valtozasat az in. von Neumann-egyenlet adja meg:

dpt)  dU(, to)
e~ dt

dUT(¢,0)

0(t0)UT (¢, t0) + U, £0)0(20) n

. : . (1.34)
= —%ﬁﬁ(t, t0)0(t0)UT (¢, t0) + 02, to)é(to)%fﬂ(t, to)H = —% [H,0(0)],
ahol
o) = Zpi lwi () (yi(@)] =
=1 (1.35)

=Y 0O, to) |wit0)) (wit0)| U (¢, t0) = Utt, t)p(t ) U (2, )
i=1
az 1do6tol fuggo striiségoperator.

Ebben a fejezetben az allapotvektorokrél, valamint az operatorokrél és azok fontosabb
tulajdonsagairol esett sz6 részletesen, amelyek fontos szerepet fognak jatszani a késobbi

szamitasokban.
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2. fejezet

Az elektromagneses sugarzasi tér

kvantumelmélete

2.1. Alapismeretek

A fény kettos természetét a XX. szazad legelején a kvantummechanika oldotta meg.
A fény kettos természetét targyalo elmélet alapja szerint az elektromagneses sugarzasi
teret a klasszikus elektrodinamika torvényeinek megfelel6en adott térrészben periodikus
hatarfeltételek mellett normalmédusokra bontjuk fel, majd minden normalmédushoz egy
egységnyi tomegi harmonikus oszcillatort rendeliink a téregyenletekkel 6sszhangban oly
modon, hogy a harmonikus oszcillator energiaja egyezzen meg a térmaédus energiajaval,
azaz a kvantummechanika elmélete szerint targyaljuk. Az elektromos és magneses teret

az un. potencialelmélet segitségével irhatjuk le:

. 0AGF, ¢
B, 0= - é: ) orad® 1), 2.1)
B, ) = rotA(F, 1), (2.2)

ahol A(¥#,?) az n. vektorpotencial, mely kielégiti a
1 %A@, 1)

Sy =0, divAE =0 2.3)

AAF, 1) -

hulldmegyenletet és a Coulomb-mérték feltételt!.

LA Coulomb-mérték egy gyakran alkalmazott rogzitési méd, ahol a vektorpotencislt divergenciamentes-

nek valasztjuk és megkoveteljiik, hogy a végtelenben tartson zérushoz.

16



2. Az elektromagneses sugarzasi tér kvantumelmélete 17.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a sugarzasi tér sugarforrasmentes, azaz nincs
toltéssel rendelkezo dielektrikum, amely azt jelenti, hogy az elektromos és magneses tér-
erdsséget szabad elektromagneses térben targyaljuk, igy a ®(¥,t) skalarpotencial zérus

lesz. A vektorpotenciallal meghatarozhatok a Maxwell-egyenletek:

. o
divE(, 1) = — divA®, 1)~ div(grad o, 1) =0,

=AO®F,t)=0

divB(¥, ) = div(rotA®F, ) = 0,
R (2.4)
OB, t)
ot ’

. o -
rotE(¥, ¢) = —a—trotA(f', t) —rot(grad®(¥, t)) = —

) ) . . 1 OEGF, ¢
rotB(#, t) = rot(rotA[, 1)) = grad(divA(, 1)) - AAGE, 1) = — ;: .
C

Modusfelbontas soran a vektorpotencialt felirjuk adott polarizacigja sikhullamokra:
- _ = l_if‘ % _.R-»
A1) = %22% A AL @, 2.5)

ahol € ) & val6s polarizaciés vektor, amely kielégiti az ortogonalitési feltételeket:

& k=0, (2.6)

€ G =00 (2.7)

a A a index két fiiggetlen polarizacios iranyt jeloli, az AE, ), komplex amplitudok kielégitik
a harmonikus oszcillator mozgasegyenletét:
d2A; . (2)
k,A
—p wiAﬁ, (=0, (2.8)
melynek dltaldnos megoldasa: A ,(¢) = A ;- e 19t ahol wy = ck a korfrekvencia. A

vektorpotencialt leiro (2.5) osszefliggést behelyettesitve az elektromos térerosséget leiro

(2.1) és a magneses térerosséget leiro (2.2) képletekbe a kovetkezoket kapjuk:

BE =Y &, By E0=1-Yop 8, [Ag, o) —az omilEad] 0 g9)
KA ’ KA ’ ’ ’
B, 1) = %ém By @)= lsz kxdg, [Ag, @) -az onilEad)] @10

Az w;, sajatértékekhez tartozé IT]R 4, 1), ﬁf{ , (%, 1) sajatfiiggvényeket médusfiiggvények-

nek, a kiillonb6z6 moédusfiiggvényekhez tartozé harmonikus oszcillatorokat médusoknak
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18. 2. Az elektromagneses sugarzasi tér kvantumelmélete

nevezzik. A magneses térerosséget leird (2.10) képlet meghatarozasahoz az alabbi vektor-

azonossag sziikséges:

+iky +iky +ikv) > o +ikv (7 2
rot (ek 1€ ) =e -rot (ek /1) +grad (e ) xej ) = ie . (k X ek’A) . (2.11)
—— N——
=0 = +ike*ikF

Az elektromos és a magneses térerosség fiiggvényében a teljes sugarzasi tér energiajat a

kovetkezoképp irhatjuk fel:

H:fHdV:lf
2J)v

DY

eo|EG, )| + i|1§(1?,t)|2] av =
Ho

1 = — 3/ -
Eowk ek/lek’JL %kxefm'k Xepial

k’ A
* i[f(—f(’]i‘ * —i[l_i—l_i']f'_
< (A ,AL e +AT Ap e
i|k+K' |F—2iwpt x ax_—i|k+K |F 2iwpt _
) ~Ag g e ot px 4 il 1]f-e oit) Qv = (2.12)
=3 22 (AkAAlfMJFA* Ak/l) (Eowk e a8t —kxeg, k"éf{,x) -
kK Mo
—(A- A —2la)kt+A* A* 2iwpt il_ix"_’ EX" R —
kA1 k1€ k€ E0WE "€ 1€ kA 10 k1 € k||~

ahol H a Hamilton-stiraségfiiggvény, amely az elektromos, valamint a magneses energia-
strtség Osszege, py, , az impulzus, xj; , a helykoordinata. A teljes sugarzasi tér energia-

janak meghatarozasahoz az alabbi 6sszefiiggések hasznalata sziikséges:

/“/eii(kik,)f‘dv — Vé‘l;,if;/’ (2.13)
A > 2 = = 2 > =
(k % ef{,A) ' (k % eifx,x') =k" €5 ) -€,5 1 = HoEow), € ) -€. 5 )1, (2.14)

ahol k-k = |k|- [k| - cos0° = k2. A tovabbiakban a médusindexet k-val jeldljiik, & = (k, A).
A kovetkezo 1épés a kanonikus kvantalas, mely soran minden mérheto fizikai mennyi-
séghez 6nadjungalt, azaz hermitikus operatort rendeliink, mivel a kvantummechanika
szabalya szerint a fizikai mennyiségek (mérhet6 mennyiségek) 6nadjungalt operatorok-
kal irhatok le, és a fizikai mennyiségekhez rendelt operator sajatértékei megegyeznek a

fizikai mennyiségek mérésekor lehetséges értékekkel. A teljes sugarzasi teret leiré (2.12)
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2. Az elektromagneses sugarzasi tér kvantumelmélete 19.

képletben szerepld x; helykoordinatakhoz és p, impulzusokhoz rendelt operatorokat xy-

val és pp-val jeloljuk, amelyekre teljesiil a
(%%, Pr] =X Pr — PrrXp =116y 3 (2.15)
kanonikus felcserélési (mas néven kommutéaciés) relacié, valamint a
A h
AX, Apr = 5 (2.16)

Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié. A helykoordinata- és impulzusoperatorok fiigg-
vényében vezessiik be a masodkvantalt (nem hermitikus) operatorokat, amelyeket foton-

eltiinteto és fotonkelt6 operatoroknak neveziink:

1
ﬁk = wkﬁk -l-if)k , (2.17)
2hwk( )
1

ak = (wkfck - if)k), (2.18)

vV 2hwk

melyek bevezetésével egyszeruvé valnak az olyan kvantummechanikai problémak, mint
példaul a sokrészecskerendszerek kezelése, benne részecskék keltése, illetve eltiintetése.
Az A;, komplex amplitidékhoz rendelt operatorokat Az-val jeloljik, és a (2.12), (2.17) és
(2.18) képletek alapjan kifejezhet6 a fotoneltiinteté operatorokkal:

" h 2
(a)kf(k +if)k) =|——| a. (2.19)
2wre0V

1
o 2wp\/ 0V

A fotoneltiinteto és fotonkelt6 operatorok szintén kielégitik a felcserélési relaciot:
[ﬁk,ﬁ};,] =0 p- (2.20)

Heisenberg-képben az operatorok id6tol fiiggenek (de az egyszeruség kedvéért nem figg

az 1d6t6] explicite), ebben az esetben egy tetszéleges @ operator idévaltozasat a

d6 i ... ., 00

—=—[H,0]+ — 2.21

dt h[ ’ ]+6t ( )
=0

Heisenberg-egyenlet irja le, igy a fotoneltiinteté és fotonkelté operatorok idofiiggését a

kovetkezo alakban fejezhetjiik ki:

a,(t) = 4y, - e 10kt (2.22)

al()=al -, (2.23)
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20. 2. Az elektromagneses sugarzasi tér kvantumelmélete

A fotoneltiinteto és -kelto operatorok elforgatott eseteit a kovetkezo definicio irja le:
a9 =RI(a,R0) =4, -7, (2.24)
al (9 =Ri(®a RW)=a e, (2.25)

ahol R(9) = exp (- iﬁé}; a;) az un. fazistolds-operator, amely unitér, és 9 pedig a fazisszog.

Bizonyitasahoz az an. Baker-Hausdorff lemma altalanos képlete sziikséges:
An —A A 2 o= 1, . & 1., 2 12 &
e*ABe™ =B+ [A B] + o A [AB]] £ [A[A [AB]]]£.... (2.26)

A fenti osszefiiggések alapjan a normalt elektromos és magneses térerosséghez rendelt

operatorok a kovetkezoképpen irhatok fel:

1
N h 2 L L
EF,t) = %ék : ( 28‘;’;) : [ﬁke_IXk(r’t) - ﬁ};el"k(r’t)] : (2.27)
1
. o h 2 . L
B(F, t)= Zk X ék . (m) . [éke_lxk(r’t) + ﬁ;ellk(r’t)] . (2.28)
k k€0

ahol y;(#,1) = wpt —K¥ — 5, valamint a Hamilton-fiiggvényhez rendelt Hamilton-operator

a fotoneltiintet6 és fotonkelt6 operatorokkal kifejezve:

A 1
H= ;mk (aj@ak +5] (2.29)

ahol a hw; energiakvantumot fotonnak nevezziik, amely az elektromagneses sugarzasi
tér médusainak az elemi gerjesztései. Az é;;ék szorzatot fotonszam-operatornak hivjuk,
melyet ny-val is szokas jel6lni. A Hamilton-operatort leiré (2.29) képlet alapjan konnyen
belathatd, hogy a sugarzasi tér energiaja az oszcillatorenergiak osszegeként all elo.

A tovabbiakban jeloljik |{nk}> =11 |nk>-val a sugarzasi tér energia-sajatallapotait

E,, sajatértékekkel:

X 1

Hl{n}) =) hoy, (ﬁk+§)\{nk}>=Enk|{nk}>. (2.30)

k
Ennek ismeretében a sugarzasi tér energia-sajatallapota fotonszamallapotban:
R 1
E,, :<{nk}|H|{nk}>=Zﬁwk (nk+§), (2.31)
k

ahol n = 0 esetben az alapallapoti energiat kapjuk, n > 0 esetben az energiakvantumok

diszkrétek. Ha az egyenletet balrél megszorozzuk az a; fotoneltiinteté operatorral:

1
Zhwk (ﬁ;;ﬁk + 5) ék|{nk}> = Z (Enk — hwk) ay, |{nk}>, (2.32)
k k
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2. Az elektromagneses sugarzasi tér kvantumelmélete 21.

akkor azt kapjuk, hogy az a,, |{n r}) is egy sajatallapotnak tekinthet6 E, , —hwp, sajatérték-
kel, amely azt jelenti, hogy a tér gerjesztettségébol a ,fotoneltiintet6” operator egy fotont
kivesz. Innen ered a fotoneltiintet6 operator elnevezés. Hasonlé6 médon magyarazhaté a

Lfotonkelt6 operator” elnevezés is:
1
;hwk (é,:ék + 5) al|ing)) = % (B, +Tiwp)al [(ng}). (2.33)

ahol éz |{n r}) is egy sajatallapot E ,, + howy, sajatértékkel, azaz a tér gerjesztettségéhez egy
fotont hozzaad. A legalacsonyabb energia-sajatérték a kovetkezo médon irhaté le: mivel
a Hamilton-operator spektruma alulrél korlatos, 1éteznie kell egy olyan |1//0>-la1 jelolt
sajatfiggvénynek, amit az a; fotoneltiinteté operator a Hilbert-tér null-elemébe 1éptet,
melynek normaéja zérus, ezért (a kvantummechanika szerint) nem reprezentalhat fizikai

allapotot. Ebben az esetben a Hamilton-operator varhaté értéke a |1//0> bazisban:

. 1 1 1
(H)y, :Zhwk <1//0|ﬁ]:ék |w0>+§) :Zhwk ((ékUJo|ﬁk1/J()>+§ > EZhwk. (2.34)
k k k

Ennek ismeretében konnyen belathatjuk, hogy a minimalis sajatértékhez tartozo sajat-
fliggvény az un. fotonvakuum vagy mas néven a vikuumallapot (amely a gerjesztettség

nélkiili allapotot jelenti), amit |{0})-val jeloliink, és az 4;|{0}) = 0 kényszerfeltétel mellett:

A 1 1
H|{0}) =) hwy (ﬁ,:ﬁk *+3 [{0}) = QZhwkHO}). (2.35)
k k

A fotoneltiinteto és fotonkelt6 operator hatasa a fotonszamallapotra:

apl{ni}) = Var|ni,ne,...,np—1,...), (2.36)
al|(ng)) = Vg + 1 ni,ng,.onp+1,...). (2.37)

Ezek ismeretében a fotoneltiinteto és fotonkelto operatorok matrixalakban:
N R (e olNNe o] o0
ap=1a,1=) Y |[ne}){{nsd|ap|ime})({me} = Y. Vg + 1|[np}){{np + 1},  (2.38)
n=0n=0 n=0
&= Y v+ 1 {ng + 1) ((ng}]. (2.39)

n=0

Fotonszamallapotban a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio:

1
Af{kAf)k = h(nk + 5) , (2.40)
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22, 2. Az elektromagneses sugarzasi tér kvantumelmélete

ahol n = 0 esetben, azaz vakuumallapotban minimalis a bizonytalansag. A fotonkelto

operator alkalmazasaval a fotonszamallapot altalanos képlete:

[{ne}) =1 (QZ)nk
r v/ne!

azaz a fotonszamallapot a vakuumallapotbél allithato elé ismételt gerjesztéssel a foton-

0:) € L2(R), (2.41)

kelt6 operatorral. A fotonszam-operatorok sajatallapotai a fotonszamallapotok, azaz
iy [{ng}) = ng|{ne}). (2.42)

Ha a % indexi médus |{nk}> sajatallapotban van, akkor azt mondjuk, hogy a kvantalasi
térfogatban nj; darab k hulldmszamvektord foton van. Fotonszamallapotban az elektro-

mos térerdsség szorasa (fluktuacio):

D=

1
NEL @, 1) = (B @, 00) - (B @, 0)° | = o (nk +1)
—_——

2.43
8()V 2 ’ ( )

=0
amelyet szokas az elektromos térerosség bizonytalansaganak nevezni, ahol az elektromos
térerdsség varhato értéke, azaz az atlagtér zérus. Jegyezzilk meg, hogy az n = 0 esetben
is van az elektromos térerosségnek fluktuaciéja, melyet vakuumfluktuaciéonak neveziink.
Eszerint a vakuumbeli sugarzasi tér elektromagneses térerossége zérus kozépérték koril
alland6an ingadozik, mas szoéval ,fluktual”.

A sugarzasi tér, a harmonikus oszcillator tiszta allapotat a |{(pk}> allapotvektorok
irjak le, kevert allapotat a g;, stirtiségoperator jellemzi. A gyakorlatban ezen absztrakt
mennyiségek kiilonboz6 reprezentacidit hasznaljuk. A leggyakrabban hasznalt bazist
a (2.30) altal definialt fotonszamallapotok adjak, amelyek teljes ortonormalt rendszert
alkotnak a harmonikus oszcillator Hilbert-terében:

(ni}|ime}) = [10numss 2 [ad){{na}| =1, (2.44)
k

ng

ahol I az egységoperator. Egy tetszoleges |{(pk}> allapot megadhaté a

ltprd) =Y cnp|tnnd), cny = (nadlign)), Y len?=1 (2.45)
np ng

fotonszamallapotok szerinti kifejtési alakban.
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A (2.27), (2.28) és (2.29) osszefiiggések fejezik ki a fény kettos természetét. A tér-
beli viselkedés, a hullamtulajdonsagok a klasszikus médussorfejtésbol kapott periodikus
exp [i(l_;f'—wk t)] médusfiiggvényekben nyilvanulnak meg a (2.27) és (2.28) egyenletekben,
de a moédusok energigja az (2.12) miatt csak kvantumosan, azaz ,adagokban” valtoz-
hat. A normalmédusokhoz rendelt harmonikus oszcillatorok helykoordinata, valamint
impulzusoperatorai az elektromagneses tér oszcillacigjat irjak le, nem pedig a foton tér-
beli mozgasat. A (2.35) és a (2.42) egyenletek alapjan vakuumallapotban a sugarzasi
tér energidja végtelen, ez azonban az elmélet gyakorlati kovetkeztetésében, a mérheto
fizikai mennyiségekben, hasonléan a V kvantalasi térfogathoz, nem okoz problémat.

Az optikai fazisdiagram (vagy fazistér) koordinatatengelyeinek leirasahoz vezessiik

be az un. kvadraturaoperatorokat:

> Ay Wk 1 A AT
X, =Re(ag) =/ 5 Xk 5 (ak +ak) , (2.46)
A 1 1

p=Im(ay) = br = o- (ar -] ), (2.47)

melyeknek az elforgatott esetei:

. . P 1 : ; N N
X(0) = RIOR:R©) = 7 (e +a]e'”) =Xcos 6) + ¥sin (®), (2.48)

. N P . 1 . ; . .
V(0 =RIOFR®) =X, (0+ ) = - (ane ™ -a]e”) = Yoos(0)-Xsin(0).  (2.49)

A kvadratdraoperatorok kielégitik a felcserélési relaciot:
A i
(X, Yi] = 5 Okk (2.50)
valamint szérasaikra barmely allapotban teljesiil a

AX,AY} > (2.51)

AN

Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio, mivel a kvadratirdk kanonikusan konjugaltak
(nem mérhetdk egyszerre teljes pontossaggal), amely vakuumallapotban egyenléségként

teljesil. Az elektromos és magneses térerésség a kvadraturaoperatorokkal kifejezve:

1
R 2hp\2 o .
E@, =) 8- ( " “"fk ) " [X% cos (xz(F, 1)) + Yr sin (yz (¥, 0))], (2.52)
0
k oh |z
BGE,0)=) kx8é,- ( ) - [Xp cos (x2(F, 1)) + Y, sin (yz (¥, 0))], (2.53)
A a)k€0V
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24, 2. Az elektromagneses sugarzasi tér kvantumelmélete

valamint a teljes sugarzasi tér Hamilton-operatora:
H= ;mk (X2 +Y2). (2.54)

A kvadraturakkal tehat az elektromagneses sugarzasi tér rezgéseit a klasszikus eljaras-
nak megfeleléen két, g faziskilonbségli, egymasra merolegesen oszcillalé mennyiségre
bontjuk. A tovabbiakban a sugarzasi tér egyetlen médusaval foglalkozunk, azaz elhagy-
hatjuk a £ médusindexet, mert a megvaldsithato kisérleti elrendezések tobbségének le-

irasahoz is elegendo.

2.2. Fazisoperatorok

Az eddig bevezett fizikai mennyiségeken kiviil emlitsiik meg fazis kvantumelméleté-
nek leirasat, amely nem trivialis probléma. Adédhat a kérdés, hogy 1étezhet olyan meg-
figyelhet6 mennyiség a fazisnak, amelyhez egy hermitikus operatort rendelhetiink. A
klasszikus optikaban azt tudjuk, hogy az elektromagneses sugarzasi tér fazisa egy meg-
figyelhet6 mennyiség. Ennélfogva a kvantumoptikédban egy hermitikus operator rendel-
het6 hozza.

Egy z komplex szam felirhaté példaul polarkoordinatdkban, azaz z = |z]e'? = Vz*ze!?.

Ennek alapjan Paul Dirac a fotoneltiinteto és -kelté operatort az alabbi médon definialta:
a=re, (2.55)
al=e ¢, (2.56)

ahol a ¢ tn. fazisoperator lenne a fazishoz rendelt hermitikus operator. Az i operator
meghatarozasdhoz feltételezziik, hogy az aa' szorzatot a kévetkezé médon tudjuk meg-

hatarozni:
1
aat=afa+1=# — f:(.-;ﬂm 1)2. (2.57)

Ennek ismeretében az exponencialis fazisoperatorokat

P —— _a (2.58)
(ata+1)2
eibogt 1 (2.59)
(ata+1)2
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alakban irhatjuk fel. Az exponencialis fazisoperatorok felhasznalasaval ellendrizziik az,

hogy unitérek-e:

o 1 1 afa+1
et = -—aal - = - - =1, (2.60)
(atfa+1)2  (afa+1)? (afa+1)2(afa+1)2
. 1
e PP =t~ _a#1. (2.61)
afa+1

Azt kaptuk, hogy az exponencialis fazisoperator nem unitér, amelybél kévetkezik, hogy a

fazisoperator nem hermitikus.

Susskind-Glogower fazisoperator

Leonard Susskind és Jonathan Glogower amerikai fizikusok az exponencialis fazis-

operatorok alkalmazasaval bevezettek 1) fazisoperatorokat:

cosp = 1 (ei‘z’ + e_i‘z’) , (2.62)

2
1.2 o

sind = (eld’ - e-ld’) , (2.63)

mely operatorok mar hermitikusak gy, hogy az exponencialis fazisoperator nem unitér.
Ennek bizonyitasahoz fel kell hasznalnunk, hogy egy adott A hermitikus operatorhoz

tartozé matrix elemei:

(ilAlj) = (j]Ali)". (2.64)

Elészor hatarozzuk meg az exponencialis fazisoperator hatasat a fotonszamallapotra:

b 1 1 1
e'|n) = —aln)=—Vnln-1)=—Vn|n-1)=|n-1), (2.65)
(ata+1)? (ata+1)? (n-1+1)2
5 1 1 1
e ¥|n)=a' ~|n) =a' —|n)= —Vn+1l|n+1)=|n+1). (2.66)
(ata+1)2 (n+1)2 (n+1)2

Fontos megjegyezni, hogy ei‘z’|n> =0, ha n = 0. Ennek ismeretében konnyen belathato,
hogy a cos¢ és sin ¢ fazisoperdtorok nem nulla méatrix elemek:
N n 1
<n—1|cos<p|n>:<n|cos¢>|n—1>:5, (2.67)

<n—1|sin(f)|n>:—<n|sin¢3|n—1>:%. (2.68)
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Ebbél arra lehet kovetkeztetni, hogy a cos¢ és a sin¢ fazisoperatorok hermitikusak és
reprezentalhatjak az elektromagneses sugarzasi tér megfigyelhet6 fazisanak a tulajdon-

sagait. A két fazisoperator tulajdonsagait tekintve nem kommutalnak egymassal:

. O Y N Y S AR | 1
[cos,singp] = > (e_l‘/’e“P —~ el‘/’e_l‘p) =5 (ﬁT A 1£1 - 1) ) (2.69)
Ennek alapjan a kommutator matrix elemei
n n 1 LA A 07 (n 7£ 0)
(m|[cosp,sin]|n) = % (<m|e_“/’e1‘p|n> —6m,n) = 1 (2.70)
! ~5:0m0, (n=0)

szerint alakulnak. Tovabbi kommutaciés relaciétulajdonsagok a kovetkezok fotonszam-
allapot-reprezentacioban:
A 2 1A i PT) 1 i, _—id NN

[A,cosd] |n) = 3 ([n,e ] + [n,e ]) |n) = 3 (—e +e ) |n) = —ising|n), (2.71)

[A,cos ] |n) =icosp|n). (2.72)
Ebbdl megallapithatjuk, hogy fotonszam- és a fazisoperatorok nem cserélhetok fel, amely
azt jelenti, hogy nem lehetséges az elektromagneses sugarzasi térnek egy olyan allapot-
halmazat felirni oly médon, hogy a cos ¢ és sin ¢ fazisoperator szimultan sajatfiiggvényei
legyenek. A fotonszam- és a cos </3, illetve sin(f) fazisoperatorra a kovetkezé Heisenberg-

féle hatarozatlansagi osszefiiggés teljesil:
~ 1 N
AhAcos$> o |sing|, (2.73)
~_ 1 n
AnAsing > 3 |cos</>|. (2.74)

Fotonszamallapotban a fotonszam-operator szérasa és a két fazisoperator kozépértéke

zérus, a két fazisoperator szérasa (n > 1 esetben) pedig

(Acos¢), = (Asing) = % (2.75)

A kovetkezokben ismét felhasznaljuk az exponencialis fazisoperatort, melynek segit-
ségével egy 1j exponencialis fazisoperatort vezetiink be, ezzel eltintetve a nem unitér

tulajdonsagot:
\A’:ei‘f’:Z|n)<n|ei4’22|n><n+1|, (2.76)
n n

VT:e_i(i’:Ze_i‘i’|n><n| = 020: |n+1)(n|, (2.77)
n n=0
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igy ezek szorzatuk:
VW= |n)(n+1m+1)(n| =) |n)n|=1, (2.78)
n,m n
Viv=Y |n+1){(n|m)(n+1|=) |n+1)n+1]=1-]0)0|. (2.79)
n,m n

Sajnos a v exponencialis fazisoperator még mindig nem unitér. Ennek a probléméanak a
kikiiszobolésére az 6sszegzés alsé hatarat valtoztatjuk meg ugy, hogy

Z |n)(n+1lm+1)(n| =1, (2.80)
m=-00

Z |n+1)n+1|=1 (2.81)

n= —00

Viv=

- 3
T
2.
Ebben az esetben a V fazisoperator unitér, igy a ¢ fazisoperator hermitikus lesz. Ha a

¢ operator hermitikus, akkor létezik sajatallapota, amely teljesiti az alabbi sajatérték-

egyenletet:
V|@) = e'|®). (2.82)
A |®) fazis-sajatallapotot felirva fotonszdmallapot-reprezentaciéban, azaz
V|®) = ;ann) = r;ncn|m> (m+1|n) = ;cn|n ~-1)= ;cn+1|n> = ;cneiﬂn}, (2.83)

amelyb6l megkapjuk, hogy c,.1 = c,e?. Legyen a kiindulé pont cg, igy rekurziv eljaras-

sal a ¢, egyutthaté a kovetkezoképp alakul:
¢ = coe™?. (2.84)
Ennek ismeretében a |<I)> fazis-sajatallapotot
@)y =co-) e|n) (2.85)
n

szerint irhatjuk fel, ahol a c( egytitthatét a normabdl hatarozhatjuk meg:

f [@)(@lap=cf- 3 [n)(m|- f e g =

1 (2.86)

=2 Co nzm|n><m|6 nom =27+ 00—1 — cp=— \/E

J/

=1
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fgy az exponencialis fazisoperator sajatallapotanak végso alakja:

1 .
|®) = T Y e |n). (2.87)

A Susskind-Glogower formalizmus klasszikushoz kozeli terek esetén a klasszikusnak
megfelelo eredményt adja a fazisra, a vakuumhoz kozeli nemklasszikus terek azonban

ellentmondasos.

Pegg-Barnett fazisoperator

A Pegg-Barnett formalizmus azért, hogy az el6z6 leiras problémait kikiiszoboélje, s + 1
fotonszamallapot altal kifeszitett s + 1 dimenzids térben definidlta a fizikai mennyisége-
ket. Ez a formalizmus David Pegg és Stephen Barnett ausztral és brit elméleti fizikus
nevéhez fuzodik. Az operatorok kozépértékeit és szorasait ebben a térben kell kiszamolni
és csak ezutan szabad végrehajtani az s — oo hataratmenetet. Az adott téren definialjuk

a hermitikus fazisoperatorokat:
S
$o=)_ Om|0m)(Om|, (2.88)
m=0

ahol a |9m> a (/39 fazisoperator ortogonalis sajatallapotai, azaz a fazis-sajatallapotok és

fazis-sajatértékek:

1 s
0, ) = 2y eiOmn, (2.89)
o= Tt 5
2
0, =00+ ahol m=0,1,2,...5. (2.90)
s+1

A 0y referenciafazis valasztasa tetszoleges, ez a szog jellemzi az adott alapkészletet és a
(/39 fazisoperatort. A referenciaértékektol valo fiiggés nem okoz problémat, a klassszikus
leirasnal is jelen van. A ¢y fazisoperator felhasznalasaval az exponencialis fazisoperator

hatasa a vakuumallapotra:
eiPo |0) = exp [i(s + 1)bo]|s), (2.91)

ahol exp [+i¢hy| exponencidlis fazisoperator unitér.
A Pegg-Barnett formalizmus, bar j6l hasznalhaté gyakorlati szamitasokhoz, vakuum-
hoz kozeli nemklasszikus allapotok esetén is, nem tekinthet6 a fazisprobléma végleges

lezarasanak.
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2.3. A kvantalt elektromagneses sugarzasi tér allapotai

2.3.1. Koherens allapotok

A jol ismert kvantummechanikai harmonikus oszcillator mozgasat leir6 egyenlet meg-
oldasait, a koherens allapotokat Erwin Schrodinger osztrak Nobel-dijas fizikus mar 1926-
ban publikalta. A koherens allapotok kvantumoptikaban valé hasznalhatésaganak fel-
ismerése azonban Roy Glauber amerikai Nobel-dijas fizikus érdeme. Roy Glauber egyik
korszakalkoté eredménye, hogy a kvantumelektrodinamikat alkalmazta az tn. foton-
detektalas leirdsara, valamint a fotonkorrelaciés interferenciakisérletek értelmezésére.
A fény koherenciatulajdonsagainak jellemzésére bevezette az in. kvantumkoherencia-
fiiggvényeket, amelyek a megfelelo tér- és idopillanatban vett pozitiv és negativ frekven-
cias térerosség-operatorok un. normalrendezett atlagértékei a sugarzasi tér adott allapo-
taban. A normalrendezés azt jelenti, hogy a negativ frekvencias térerosség-operatorok a
pozitiv frekvencias térerdsségoperatoroktol balra allnak. A koherenciafiiggvények segit-
ségével definidlhatjuk a sugarzasi tér koherens allapotat. Az ilyen allapotu fény teljesen
Osszefiiggd, barmely rendi interferenciara képes. A tér barmely pontjaban vett, barmely
rendd normalt koherenciafiiggvény maximalis értékti. Roy Glauber megmutatta, hogy

matematikailag az ilyen allapot a fotoneltiinteté operator sajatallapota:
a|a)=ala), (2.92)

ahol |a> jeloli a koherens allapotot, @ = |a|-e'? a komplex amplitids, ¢ pedig a fazisszog.

Koherens allapotok kifejthetok fotonszamallapot-reprezentacioban:

_la?
|a) = Z |n)(n|a)= Z<0 =e ¢ ZO (2.93)
n
A (0|a) skaldrszorzat a normalasi feltételbél hatarozhaté meg:
2 (a) a2
elor=l £ £ CE o) = )6~ o= ao

Fontos tulajdonsaga a koherens allapotoknak, hogy nem ortogonalisak egymasra, azaz

két kiillonb6z6 koherens allapot skalarszorzata és abszolut érték négyzetik:

2 2
a
a? 12, g

2 3o [(a|B)| = exp (~la—pI?), (2.95)

(alf)=exp-
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viszont teljes (mégpedig ,tulteljes”) rendszert alkotnak az oszcillator Hilbert-terében:

f|a><a|d2a— Y Z \|7n>'<7m| fe_l""Q-a”-(a*)m d%a =

n=0m=0

o o 2n
-y Z f Jnm+l g fei(n—m)¢ dg =

n=0m=0 0 0

N (2.96)
=276 m
(o.0]
=92- i |n><'n| .fe—rz 2n+1 dr r? —t i |n><n| f tn dt=7T'i,
n=0 n. 4 n=0 s

=[(n+1)=n!
ahol a koherens allapot komplex amplitudéjat az egyszertuség kedvéért polarkoordinatak-
ra frtuk 4t, azaz a = rexp (ip), valamint d2a = rdrdg. Koherens allapotban a fotonszam
kozépértéke és szorasnégyzete megegyezik és egyenlé az @ komplex amplitidoé abszolit

érték négyzetével:
(a8), = (8%), ~ (h), = (alaaa’a|a) - (aa'a]a)’ =
= (a|a’@’a+ Da|a) - (a|a’a|a)’ = (2.97)
= <a|ﬁTéTﬁé|a> + (a|ﬁTﬁ|a> - <a|ﬁTé|a>2 = la|*+|al? - |a* = |af?,
(h), = (a|a’a|a)=lal? (2.98)
a fotonstatisztikaja, azaz az n-fotonos eloszlasa pedig

2n
al e—locl2 <a a \E Y a —(aTa>
n!

P(n) = |(n|a)2=" (2.99)

azaz Poisson-féle diszkrét valdszintiségi eloszlas. Itt érdemes megjegyezni, hogy ha egy
gllapot esetén (An)® < (A), akkor szub-Poisson, ha (Ah)® > (A), akkor szuper-Poisson
fotonstatisztikarol beszéliink. A szub-Poisson statisztikaja fényt szokas amplitidé6-6ssze-
nyomott allapotnak nevezni. Az ilyen tipusu allapotokat a késobbiekben targyaljuk.

Az elektromos térerosségre vonatkozo (2.27) 6sszefiiggés felhasznalasaval az elektro-

mos térerosség kozépértékére és szorasara a kovetkezo osszefiiggéseket adhatjuk meg:

1
A 2 2 N
(B), = 2] alsin (ot - K- 9), (2.100)
. how \2
AE, = 2.101
“ (280V) ’ ( )
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azaz a koherens allapot a klasszikus elektromagneses térnek, a monokromatikus sik-
hullamnak megfelel6 kvantumallapot. Amplitiddja aranyos a hullam amplitidgjaval,
fazisa pedig a hullam kezdoéfazisa. A kvantumos targyalasbél kovetkezoen azonban az
elektromos térerésségnek bizonytalansaga van, amely fazisfiiggetlen és értéke allando,
megegyezik a vakuumzajjal. Koherens allapotu fény igy novekvo gerjesztettség mellett
egyre jobban megfelel a klasszikus hullamnak, hiszen a kvantumzaja elhanyagolhato
lesz az amplituddéjahoz képest.

Az R(9) fazistolas-operator segitségével a koherens allapot elforgatott esetét definial-

hatjuk a kovetkez6 médon:
(o )

R(9)|a) = Ze 0|5} (nla) =S - Z

ahol felhasznaltuk a fazistolas-operator matrixbeli alakJat:

e—lﬂaa —119a ag _ Z Z |n><n|e -iva’ a|m><m|
n=0m=0
00
-2,

[ .
e ™| (n|m) (m| = 3 e |n)(n].
7—/ n:0
—Yn,m

| > = |ae_i19>, (2.102)

(2.103)

ng

Koherens allapotok segitségével az elektromagneses sugarzasi tér tetszoleges kvantum-
allapota reprezentalhaté oly médon, hogy az a komplex amplitidé altal meghatarozott
komplex sik megfelel a kvantummechanikai fazistérnek, és ennek koordinatatengelyeit

a kvadraturaoperatorok atlagértékei adjak:
a=Re(a)+i-Im(a) = (X), +i-(Y),. (2.104)

Konnyen megallapithato, hogy koherens allapotban a Heisenberg-féle hatarozatlansagi

relaciot leiro (2.51) képlet egyenloségként teljesiil, mert a kvadratirak szorasai:
| :
1 (a2 +2lal+1+(@*)?-a’®-2la® - (a*)z)

A%, = [(X2), - (X), ]% =%, (2.105)

1
==, (2.106
3 ( )

a =

= |(¥?), - (Y),, ] [ (~a2+2lal+1-(a 2 +a%-2lal+(@)?)|

azaz a koherens allapotok minimalis bizonytalansagu allapotoknak tekinthetok.
A koherens allapotok specialis fajtaja az un. fotonhozzaadott koherens allapotok,

vagy mas néven az Agarwal-allapotok, amely a kovetkezo definici6 ir le:

|a,m) = ah"|a), (2.107)
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ahol a fotonkelto operétor hatasa a koherens allapotra:

:€1T|oz>—e_m Z \/n+ lln+1)=

(2.108)
2 X (n+1)a” la|

2 [e'e) *
e 2 . — In+1)=e 2 . (___+”__) a
n;O (n+1)! | ) n=1 2 )

Koherens allapotot a fazistérben abrazolva kort kapunk, melyet az 2.1. abran tudunk

részletesen szemléltetni.

Y
N 1
AX, = 3
e
\ 1
| 1
| 1
1 Skt
| 1
\ 1
1 U
N 1
Im(a) ___________________ AYa =3
1 2
i
oo
lal i
1
i
1
1
1
i
1
¢ l
Re(a) X

2.1. abra. Koherens dllapot bizonytalansdgi képe a fdzistérben.

A koherens allapotot a (Re(a), Im(a)) koordinatapont jellemzi, az e koriili % atméroju kor
pedig a kvadraturak bizonytalansagat jelképezi. Eszerint a koherens allapot felirhaté a
vakuumallapottal, amelyet a (2.41) és a (2.93) osszefiiggéssel bizonyithato:

o R o @ & (aa*)

= A

Alkalmazzuk az alabbi un. Baker-Campbell-Hausdorff formula specialis esetét:

0)=e"F -e®|0).  (2.109)

eA.eB — eA+B+

[AB] _, ,A+B_,A B -

D=
N)IH

[AB] (2.110)

Ebben az esetben A = aa’, valamint [A,B] = |a|?, a kérdéses B operatort a kommutalasi

relaciébol hatarozhatjuk meg:

= B=-a*a. (2.111)
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Ennek ismeretében a koherens allapotot
|a>:exp(aﬁT—a*ﬁ)|0>:ﬁ(a)|O> (2.112)

alakban irhatjuk fel, ahol D(a) unitér operatort koherens eltoldsi operatornak nevezziik,
amellyel a vakuumallapotot |a| értékkel kitolhatjuk az origéb6l. Innen ered a koherens
allapot egy maésik elnevezése: eltolt vakuumallapot. A D(a) koherens eltolési operator

hatasa egy |,B> koherens allapotra:

D(a)|B) = D(@D(B)|0) = exp )| |a+B) =™ gt p), (2.113)

1 *
é(aﬁ -a

ahol D(a)D(B) # D(B)D(a), valamint felhasznéltuk, hogy af* = Re(af*)+i-Im(af*) és

a*B=(apf*)*. A koherens eltolasi operator a fotoneltiinteto és -kelt6é operatort, valamint

a kvadraturaoperatorokat a kovetkezoképpen transzformalja:

a — Di(@aD(@) =a+a, (2.114)
al — Diwa' D) =a'+a* (2.115)
X — D' (@)XD(a) =X +(X),, (2.116)
Y — D) ¥D() =Y +(Y),. (2.117)

A koherens allapotok idéfejlodését a kovetkezé modon hatarozhatjuk meg:

n

(o]
a e_l‘““t|n>—e &2 |ae™@t).  (2.118)

la(®)) =0@®)|a) =™ wld+g |a>—e I‘St.e—%.z
n=0 _e—mwt|n)

Tehat elmondhaté, hogy a koherens allapotok komplex amplitidéja a fenti osszefiiggés
alapjan az idében a(¢) = |a|-exp [i(¢ — wt)] szerint valtozik.

Koherens allapotok valdszintségi eloszlasa un. Gauss-eloszlas, amely azt jelenti,
hogy a klasszikus Gauss-nyalab kvantumoptikai megfeleldje. Ennek bizonyitasahoz meg

kell hatarozni a koherens allapot hullamfiiggvényét helykoordinata-reprezentacioban:

. 3 ) h d 3 it
<x|a|a,t> = (\/ﬁx+\/ %a)wa(x,t)— a®yqlx,t)e” 2, (2.119)

atrendezve a megfelel6 médon:

dyo(x, )

o :( 2 alt)- 2 )wa(x,t)-e—i‘"% ~

B 2w w o 1wt
— Yulx,t)=A exp( - —a(t)x 2hx 5 )
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Az A konstanst a normalasi feltételbol hatarozhatjuk meg:

1

f |wa(x,t)|2dx:A2-\/ﬂexp =1 - A= {Vﬂexp[—Re(a(t))z], (2.121)
R w 2 nh

—(a+a*)2

ahol felhasznaltuk az alabbi Gauss-integralt:

(o]

f (ax—bx?)d —\/E (a—z) (2.122)
explax —bx®)dx = bexp ik .

1
valamint a = Re(a) + ilm(a), amelybél a Re(a) = 5(05 +a”). Tehét a koherens allapot

hullamfiiggvényét

VI 2, /22 e L2t
Walx,t) = nhexp( Re(a(?))” + - a(t)x 2hx 2 ) (2.123)

alakban irhatjuk fel, melynek ismeretében a valésziniiségi eloszlasa:

2_ |2 _ 2 ,/2_‘” 2
|walx,t)|” = nhexp( 2Re(a(?))” + hRe(oc(t))x P )—
w w 2
:,/Eexp(—g(x—@c)a’t) )

amely Gauss-eloszlast kovet, ahol

(%) =/ i—hRe(a(t)) =1/ 2Ehlozlcos (wt — ). (2.125)

A komplex sik a klasszikus x helykoordinata és a p impulzus altal kifeszitett fazistér

(2.124)

kvantumelméleti megfelelgje. A harmonikus oszcillator mozgasanak megfelelé koherens
allapot w szogsebességgel ,forog” a fazistérben, a bizonytalansagi kor kézéppontja bejar-
ja a klasszikus trajektoriat, amely az azonos mérték miatt kor. Az X és az Y kvadratira
operator a sugarzasi teret leiré oszcillator esetében nem hely és impulzus jellegli mennyi-
ségek, hanem az elektromos és magneses terek oszcillacigjat irjak le.

Mivel a 1ézer koherens allapotu fényt bocsat ki, ezért klasszikus fénynek tekintjik. A
fénynek végtelen sok kvantumallapota l1étezik, amely megvaltozik, ha optikai folyamat-
ban vesz részt. Példaul detektalaskor, mivel a fotonok abszorbealédnak a térbol. Ilyenkor
a tiszta kvantumallapota fény kevertté valik, mert csillapodasi folyamatban vesz részt.
Ennek az alapesete egy részlegesen atereszt6 tiikron valé athaladas. A klasszikus fény
mellett 1éteznek nemklasszikus fényallapotok, melynek viselkedését nem érthetjiik meg
klasszikus targyalasban (nincs klasszikus megfelel6je), ezért csak kvantumosan tudjuk

értelmezni. A kovetkezokben a nemklasszikus fényallapotokat fogjuk targyalni.
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2.3.2. Osszenyomott allapotok

Az optikai kommunikaciés rendszerekben lézert hasznalnak, amely idealis esetben
koherens allapotu fény. Ekkor a mérheto jel-zaj viszony végs6 hatarat a koherens allapot
kvantumzaja jelenti. Ez a hatar az interferométerek felbontéképességénél is jelentkezik.
Koherens allapotban az elektromos térerosség felbontasaként kapott kvadratirak szora-
sai egyenléek és minimalisak, de a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié6 megengedi,
hogy az egyik mennyiség szorasa tetszolegesen csokkenjen a masik hatranyara. Az ilyen
fény allapotat nemklasszikusnak hivjuk, amely szub-Poisson eloszlasu és 6sszenyomott.
Osszenyomott allapotokkal kapcsolatos kutatdsok mar az 1970-es évek elején megindul-
tak. Az ilyen tipusu allapotok alkalmazhatésaga az optikai kommunikaciéban, a mérés-
technikaban, valamint gravitaciés hullamok detektalasaban napjainkban is egy fontos
kutatasi téma.

Osszenyomott allapotok olyan nemklasszikus fényallapotok, amelyeknek az egyik
legfontosabb tulajdonsaga, hogy valamelyik mérhet6 fizikai mennyiségének kvantum-
zaja kisebb, mint koherens allapotban. Az 6sszenyomast az alabbi unitér operator segit-

ségével irhatjuk le:

S({) = exp %c*az - %((QT)Z , (2.126)

0 az bssze-

amelyet 6sszenyomé (angolul squeezing) operatornak neveziink, ahol { =r-e"
nyomasi paraméter, ahol az r paraméter az 6sszenyomas erdésségét jelképezi (0 < r < o0),

0,{)

osszenyomott vakuumallapotba viszi at, az 6sszenyomott vakuumallapotra hattatva a

a 0 pedig a fazisszog (0 < 0 < 2m). Az O6sszenyom6 operator a vakuumallapotot a

koherens eltolasi operatort az |a,( ) 6sszenyomott koherens allapotot kapjuk eredményiil:
|@,¢) = D(@)|0,¢) = D(@)S()]0), (2.127)

Az 6sszenyomo operator a koherens eltolasi operatornak a két-fotonos altalanositasanak
is tekinthet6, a vakuumallapotra hattatva tn. ,két-fotonos koherens allapot”, mas néven
,08szehuzo allapot” (angolul contractive state) generalhaté. Az Gsszenyomé operator a

fotoneltiinteto és a fotonkelt6 operatort a kovetkez6 médon transzformalja:
a — S%(0aS(() = acosh(r)-a'e sinh(r), (2.128)

a’ — ST(a'S©) =a"cosh(r)— ae ?sinh(r), (2.129)
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amely egy Bogoliubov-transzformacionak felel meg. Ennek bizonyitasahoz felhasznaltuk

Baker-Hausdorff lemmat leiré (2.26) képletet, valamint a cosh(r) és sinh (r) Taylor-sorat:

o p2n o p2ntl
h(r) = inh(r) = . 2.130
cosh(r) ,;O(Zn)!’ sinh(r) ;0(2’“_1)! ( )

Fontos megjegyezniink, hogy ha a transzformécié soran felcseréljiik az S({) és az ST(()

operatorokat, akkor a transzformalt fotoneltiinteto és -kelt6é operatorokat

a — S()aS™(() = acosh(r) +a’e? sinh (r), (2.131)

a’ — Sa'S(¢) = a'cosh(r) + ae ¥ sinh(r) (2.132)

alakban irhatjuk fel. Ezek a transzformalt 6sszefliggések fontos szerepet fognak jatszani
a tovabbi szamolasokban.

Mivel D(a)S() # S(O)D(a), ennek a problémanak a megoldasara az alabbi 6ssze-
fiiggést, valamint a (2.128) és (2.129) képletet alkalmazzuk, amellyel a sorrend felcserél-
heté:

(aéT—a*é)n

—S() =
n:

D(@)S(0) =SQODPB) — STOD@S©O) =Y §(©0)
n=0

1
18
M=

(n) irSJf(z)ozk(::ﬁ)k SOSHO(-a* )y *amr8(() =
n! —_—

n=0k=0 k
=1
_OO n ni k AT ATA k._ *n—k AT A n_k_
= 2: 2: A ]ﬂ(x (S (Cki S({u ( a ) (S (Ckas((ﬂ _
n=0%k=0 .
o0 1 R R . A "
=Y. — a8 0a'S-a"8'0asw)|" = (2.133)
n=0"":
= i % a4’ cosh(r) — ade ¥ sinh(r)— a*acosh(r) + a*afe? sinh(r)]n _
n=0 """
v 1 AT * 10 _» ~ % o . n
=) —la (acosh(r)+a e s1nh(r))—a(a cosh(r)+ae s1nh(r))] =

S

Il

o
=,

N % AT
pa’ - pra) _ PaT-pra
n!

=D(p),

1
18

S
1l
S

ahol B = acosh(r)+ a*e'¥ sinh(r). Tehat az 6sszenyomott allapotokat dltaldnosan a
D(@)S(0)]|0) = S(OD(B)|0) (2.134)

Osszefiiggés szerint irhatjuk fel.
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Az 6sszenyomott allapotokra vonatkozo sajatérték-egyenlet meghatarozasahoz induljunk
kia é|0> = 0 kényszerfeltételbol, majd a megfelel6 operatormiiveletekkel az alabbi 6ssze-

fliggést kapjuk:
D(@)SaS" (D (@)D(@)S©)|0) =
=D(@)|acosh(r) +a"e sinh ()| D (@D@S)]0) = (2.135)

= [(a—a)cosh(r)+(a*—a*)eiesinh(r)]f)(a)S(()|o>:o — bla,() = pla,0),

ahol b = acosh(r) + aTe? sinh (r) és B = acosh(r) + a*e?sinh(r). A (2.135) 6sszefiiggést

fotonszamallapot-reprezentacioban kifejtve egy altalanos rekurziés formulat kapunk:
Vm +1cosh(r)-cpms1+ vVmel sinh(r)- cp_1— B cm = 0. (2.136)

A B =0 esetben az 6sszenyomott vakuumallapot egyutthatéjat kapjuk eredményiil:

. 1 ) -1 3

cm+1=—e?tanh(r)- (i) *em-1 — Cm=—e?tanh(r)- (m_) Cm—-2. (2.137)
m+1 m

Legyen a kiindulasi pont cg, ez lesz a vakuumallapot stlya, ennek alapjan pedig kideriil,

hogy az 6sszenyomott vakuumallapot paros fotonokbdl all:

@n -1\ 2

can = (~etanh(n)" - [SESEE o, e =0, (2.138)

ahol a dupla faktorialisok felirhatdk faktorialisok segitségével:

@2n)M'=2n-2n-2)-2n-4)-2n-6) ... 2=2"-n!, (2.139)

2n)!
@Cn-DN'=2n-1)-2n-3)-2n-5)-2n-7) ... 1= TOL (2.140)

-n!

A normalasi feltételbdl a cg vakuumallapot salyanak értéke:
% tanh?* (r)-(2n — D! 1
leol?- |1+ =1 - cg= ———. (2.141)
0 ,;1 2n)! 0 vcosh(r)
:CO‘SEI(I‘)

Ezek ismeretében az 6sszenyomott vakuumallapot fotonszamallapot-reprezentacioban és

exponencialis alakban:

0, —5e" tanh 2n)=
€)= \/cosh(r ng' 2° ) B (2.142)
1 _1 i0 cat 2) .
B veosh(r) exp( 26 tanh(r)-(a) |O>7
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ahol alkalmaztuk az exponencidlis fiiggvény Taylor-sorbeli definicigjat. A g # 0 esetben
az O0sszenyomott koherens allapot egytitthatéjat kapjuk a kovetkezo méodon:
Cm = ; (eie tanh(r)) i Am, (2.143)
V2mm!
A ¢, egyutthatot behelyettesitve a (2.136) rekurziés formulaba a kovetkez6 osszefiiggést
kapjuk:

I

Ams1+2man_1—2p P sinh(@r)| *an, =0. (2.144)
Ha felhasznaljuk az alabbi in. Hermite-féle rekurzids relaciot:
H,  1(x)+2mH,,_1(x) —2xH,,(x) =0, (2.145)

ahol H,, az n-ed rendii Hermite-polinom, akkor 6sszehasonlitva (2.144) képletet a (2.145)
: _1

képlettel azt kapjuk, hogy x = p [el‘9 sinh(2r)| 2 és a,, = H;y(x). Ahhoz, hogy a normalast

elvégezziik, sziikség van a ¢y vakuum egyiitthatéjara, mivel normalt allapotoknal a cq

tartalmazza a normaét:

co = (0]a,) = (0[D@SW]0) = (O]B (-S|} = (~al¢) -

a2 X (—a*)Pn 1 ( 1 o 1. .23 ) (2.146)
= 2 . n= _ - _t i t h ’
’ ,LX::o @ cosh() P 5lal 2(0: )“el tanh ()

ennek ismeretében az 6sszenyomott koherens allapot fotonszamallapot-reprezentaciéban,

valamint exponencialis alakban:

B

o~ blal’~ (a2 tanh (r) (3! tanh(r))

00 _1
a,l)= H ( -|e' sinh (2r) 2) n)=
I S e O )i
R, (2.147)
e zlal —5(a*)?e tanh(r) 1 0 1
= .exp|—=e?tanh(r)-(a")? + éT) 0),
v'cosh(r) P72 COSh(r)ﬁ 07
ahol alkalmaztuk az alabbi azonossagot:
[e.@] tn
Y —H,(x) = exp (-#* +2¢x). (2.148)
n=01:
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Az a =0 esetben az 6sszenyomott koherens allapotot leiré (2.147) képlet az 6sszenyomott

vakuumallapotot leir6 (2.142) képletre redukalodik:

oIS

1 i (%eig tanh(r))
veosh(r) ,=o vn!

1 = (2e!tanh(r)) n
= . -2 -Din)=
veosh(r) ,=o vn! =2 n-1) |n>

la=0,¢)= H,(0)|n) =

]

1 = (—elgtanh(r))
-DMn)= 2.149
veosh(r) ngo vn! (=1 |n> ( )

1 [e.0]
veosh(r) .n;o vn!

(n—1! i |2m) (2m|n) =
m=0 —

:§2m,n

— )
Veosh(r) 5=o m!

' (—%eie tanh(r)) |2m),

ahol H,(0) = (-2)% -(n — 1!, valamint alkalmaztuk a dupla faktorialisokra vonatkozo
(2.140) képletet. Az { =0, akkor r = 0, igy B = a esetben az 6sszenyomott koherens

allapotbdl koherens allapot lesz:

(aa")" an

al? [e°]
0y=e7 - Y ——=lm)=la). @150

2 N 2 00
a’(:o>:e_|a2l -eaaT|O>:e_|a2l Z
=0 n!

Adam Péter, Janszky Jészef és Andrey Vinogradov fizikusok munkassdgai alapjan az
0sszenyomott koherens allapotokat koherens allapotok folytonos szuperpozicigjaként is

definialhatjuk a fazistér valés egyenese mentén:

1
|a,(>=ﬁfg(x)|a+yx>dx, (2.151)
(0 + ) g . : " B}
ahol y =exp|i 5 | a g(x) sulyfiiggvény alakja pedig a kovetkezo:
glx) = 1 exp —l(coth(r) ~1)x?+ (M) x (2.152)
v2sinh(r) 2 2
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Az 6sszenyomott allapota fény valéjaban két kimeno térmodus 6sszegeként / kiilonb-
ségeként all elo (lasd: spontan parametrikus lekonverzio), ezért fontos az 6sszenyomott

allapot kétmoédusu altalanositasa. A kétmodusu 6sszenyomasi operatort
§?(¢) = exp(¢*ab - ¢a'b’) (2.153)

alakban irhatjuk fel, mely a kétmédusu vakuumallapotot egy kétmédusu tiszta allapotba

viszi at:

0,0,¢) =8®)

0,0). (2.154)
A kétmodusu 6sszenyomott vakuumallapot a

(cosh(r)-a+e”-sinh()-b') [0,0,¢) =0 (2.155)
sajatérték-egyenletet elégiti ki, melyet fotonszamallapot-reprezentaciéban kifejtve:

> (cosh(r) -a+e%sinh(r) -lA)T) “Cnpn|n,n) =
n=0

(2.156)
(0 0] .
=Y Vncosh(r)-cpnln—-1,n)+Vn+ 1esinh(r)-cppn|n,n+1)=0,
n=0
mely atrendezve:
vVm+1cosh(r)-cpmi1,m = —vmesinh(r)-cpm-1 — (2.15T)

—Cmm= —e%tanh(r)- Cm-1,m-1-

Ismét kiinduléasi pontként kezeljiik a co o vakuumallapot sulyat, igy a kétmédusu ossze-

nyomott vakuumallapot egyiitthatdja
i0 n
Cnn = (—e tanh(r)) ©€0,0 (2.158)

szerint irhat6 fel, ahol a cg o vakuumallapot silya a normabél hatarozhaté meg:

1

m, (2.159)

n=1

2 o0
|00,0| '(1+ Z tanh?" (r)) =1 — coo=

=1+sinh? (r)=cosh2(r)

tehat a kétmoédusu 6sszenyomott vakuumallapot fotonszamallapot-reprezentaciéban:

0,0,¢) =

1 - i n
cosh(r) 'n;o (—e tanh(r)) |n,n). (2.160)
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Az egyes modusok azonban nem tiszta, hanem kevert allapotban vannak, melyet a sturt-

ségoperatorral irhatunk le:

1 o0 00 .
Oap=——5— 2, > (=" tanh™ " (r)|n,n)(m,m|. (2.161)
cosh”(r) ,=om=0
Az egymodusu suruségoperator meghatarozasahoz a parcialis trace miivelete sziikséges,

igy megkapjuk az an. termalis allapotokat:

Oth = Trq (0ap) =Trs (fap) = (1 —tanh? )Y (tanh2 (r))n |n){(n|=
N n=0 (2.162)
-y -nv —v —vafa
:(1—e )-Zoe |n><n|:(1—e )-e ,

ahol v = v(r) = —In (tanh?(r)).

A kvadrataraoperatorok szorasait 6sszenyomott koherens allapotban a kovetkezo-
képpen hatarozzuk meg. Sziikség van az alabbi varhato értékekre, felhasznalva az 6ssze-
nyomoé operatorral transzformalt fotoneltiintet6 és -kelté operatorokat leiré a (2.128) és

(2.129) osszefiiggéseket:

a,{) = (0|S" (D (@aD(@S(©)|0) =

<ﬁ>a,( = <€‘T>Z,( = (a,(|é

= (0|§T ()@ + @)S()[0) = (0

(2.163)
(acosh(r)—a'e? sinh(r))[0) + a = a,

(a?), . =((a")?); . = (0|STOD (@aD@D (@D (waD@S()]0) =
={0|ST(O) @+ a)?S(0)|0) = (0[ST() (4% + 2aa + a®) S()|0) = (2.164)
= —e' cosh(r)sinh(r) + a2,
(a*a), = (0|S"(OD (@a D@D (@aD@)S)|0) =
= (08" [(a" +a")@+w)|$0]0) =
= (0[$'() [a'a + aa’ + a*a+ |a?| $(0) = 0,165
=(0|(a" cosh(r) — ae sinh (r))(acosh (r) — a"e'? sinh (r)) |0) + |a|? =
= (0] [a*acosh?(r) - (4% + (a")%¢!?) cosh (r) sinh (r)-

~aa'sinh?(1)|[0) +|al? = sinh?(r) + al?,

ahol felhasznaltuk, hogy 6sszenyomott vakuumallapotban a fotoneltiintet6 és fotonkelto

operétorok varhat6 értékei (a), , = (a'), = 0.
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Ezek ismeretében a kvadraturaoperatorok szérasait 6sszenyomott koherens allapotban

a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

AXg¢ = % [— (eie + e_ie) cosh(r)sinh(r) + a® + (a*)%+

D=

+2sinh?(r)+2/al® + 1 - a®—2/al® - (a*)z] -

1 (2.166)
1 1- 0 1+ 0 2
= [cosh(2r) — cos(0)sinh(2r)]2 = [ C;S( )e2’+ C;)S( )e‘z" =
1
= 1 sin® (Q) e?” + cos? (Q)e_zr] i ,
2 2 2
1
. 1 0 0 2
AY,y ¢ = = |sin? (—) e 2" + cos? (_)le , (2.167)
T2 2 2
ahol a 8 = 0 esetben kapunk minimalis bizonytalansagot:
o/ 1 -r </ 1 r
AX, = 3¢ AY, = 28> (2.168)

ahol tetszbleges osszenyomasi (r > 0) paraméterérték esetén az X kvadratiraoperator

1 N . 1
szorasa kisebb lesz, mint 3 Az r = 0 6sszenyomasi paraméter esetén a AX, o =AY, 0= 2

kvadrataraoperator-szorasokat kapjuk, melyek koherens allapotban teljesiilnek.

Az osszenyomott koherens allapotot a fazistérben abrazolva egy ellipszist kapunk,

amelyet a 2.2. abra szerint szemléltethetjiik.

y |
.
‘l\ o
o7 Im(a) F----—-\~——- .
//’ \ X
g \! N P4
\# AN TN
AN Z N - $
(NS AN
TS
LeoN
|l ’4|/ A /
e N 1
1 - 1 \ - _
iexp(r) [ i = zexp( )
H B
. 1
. I
e i
P R
sl /eNTe i
Re(a) X

2.2. abra. Osszenyomott koherens dllapot bizonytalansdgi képe a fazistérben.
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Ezek alapjan értelmezni tudjuk az 6sszenyomott allapot elnevezést: a koherens allapot
szimmetrikus, kor alakd bizonytalansagi képét ellipszissé ,nyomtuk 6ssze”. Az ellipszis
nagytengelye %er, kistengelye pedig %e".

Az 6sszenyomott koherens allapotok a kvantalt elektromagneses sugarzasi tér leg-
altalanosabb minimalis bizonytalansagu allapotai, amelyek a szimmetrikus bizonytalan-

sagu koherens allapotokat is magukba foglaljak, hullamfiiggvényeik pedig a harmonikus

oszcillator id6fejlédése soran nem folynak szét, azaz Schrodinger-képben
|a(8),((#)) = exp (—%I:It) |ao,¢o) = |lal- P~ . 10200 (2.169)

szerint irhatok fel.

2.3.3. Fotonszam- és specialis fotonszamallapotok

A fotonszamallapotok olyan nemklasszikus allapotok, amelyek a Fock-tér elemeit
képzik, igy ezt az allapotot szokas még Fock-allapotoknak is hivni, amelyet Vladimir
Fock szovjet fizikus definialt. Specidlis esetei az 6sszenyomott fotonszam- és az eltolt

0sszenyomott fotonszamallapotok:

n,r,0,a)ps, = D@SQ)|n), (2.170)

A r =0 esetben az eltolt fotonszamallapotot, a« = 0 esetben az 6sszenyomott fotonszam-
allapotot, az @ = 0 és { = 0 esetben pedig a fotonszamallapotokat kapjuk eredményiil.
Az eltolt fotonszam- és 6sszenyomott fotonszamallapotok fotonszamsorat egy osszetett
kifejezéssel kaphatjuk meg, de a bonyolultsdguk miatt nem részletezziik a bizonyitasat,

csak az eredményeket kozoljik:

|@.m)p, = %f)(a) (a')" 10 = \/i_ﬁm)(ﬁhmﬁf(a)ﬁ(a)lw -

: o (2.171)
m a :
_ (ﬁT+(X*) |a>:e—%.z (n—') am—njn’?_n(|a|2)|n>,
m! n=0 17
L e (3] (—Le=sinh(2r))"
0 il oy -
r,0,m)g, (cosh(r)) T T alm—2n)!
Vv (2.172)

(%eie tanh(r))k

o0
sz'zo o \/(m—2n+2k)!|m—2n+2k>,
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ahol .,%,’f(x) a Laguerre-polinom tun. Rodrigues-féle reprezentaciéban

(n+k)!

(n—m)k+mhn!” (2.173)

L) =Y (™
m=0

A fotonszam- és specidlis fotonszamallapotok szorasai a kovetkezok:

. 1

AR, =AYy = (2 + 12, (2.174)
) 1

ARpn = A¥pa = 52n+ 12, (2.175)
. 1 1 g 1 1,

AXg, = 5(2n +1)2ze™ ", AYg, = E(Zn +1)2e’. (2.176)

Mivel a fotonszam-operator 6nadjungalt, ezért a fotonszamallapotok teljes ortonormalt
rendszert alkotnak az oszcillator Hilbert-térben. Nagy fotonszam esetén a fotonszam-
allapot instabil lesz, mert a kornyezeti hatasok, veszteségek miatt konnyen redukalédik
klasszikus allapotra. A fotonszamallapotok eléallithatok tobbféleképpen, példaul unitér
idofejlodéssel, és koherens allapotok szuperpozicigjaként, valamint nem unitér mérési

folyamat segitségével.

2.3.4. Schrodinger-macska allapotok

A kvantummechanika egyik legfontosabb alapelve a linearis szuperpozicié elve, mely-
nek kovetkezménye a kvantuminterferencia jelensége, amely a szuperponalt allapotot
felépito egyes allapotok, mint valészintiségi amplitadék kozott 1ép fel, ha fizikailag mér-
het6 mennyiséget szarmaztatunk. A Kkiilonbo6z6 allapotok kozott vett operator-kozép-
értékek az interferenciatagokat fogjak jelenteni. Kiilonosen érdekesek azok a szuper-
poziciok, amelyek a makroszkopikusan megkilonboztetheto, kvaziklasszikus allapotok
kozott jon 1étre. Ilyen allapotok fordulnak elé Schrodinger hires macskaparadoxonaban,
ezért nevezziik ezeket az allapotokat Schrodinger-macska allapotoknak, amelyeket agy
definialhatunk, mint koherens allapotok szuperpozicidja az a sik valés egyenese mentén:

@, )3y = e (|a) £ ), 2.177)

2(1+e20%)

ahol |a, +>SM a paros, |a, —>SM pedig a paratlan Schrodinger-macska allapotokat jeloli. A

| — a) allapot a koherens 4llapot ellentétes fazisu allapotat jeloli:

RO =7)|a) =(-1*%a) = |- a), (2.178)
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Janszky Jozsef és Andrey Vinogradov magyar és orosz fizikus munkassaga alapjan a
paros Schrodinger-macska allapotokkal az 6sszenyomott vakuumallapotok definialhatok

agy, mint folytonos Gauss-sulyfiiggvénnyel vett szuperpozicigja:

0,y) =

4 1 2 X
v \/f r. f e "% |x)dx, (2.179)
2%

ahol v = %" — 1 az 6sszenyomas erosségét jellemzé paraméter, x jeloli a koherens allapot
komplex amplituddjat. Ebben az esetben a kvadratiuraoperatorok szérasai a kivetkezo-

képpen alakulnak:

1+7y2 . 1
yorr Ao, = ——— (2.180)

2/1+712

vagyis az X tengely mentén vett folytonos Gauss-szuperpozici6 az Y kvadratira mennyi-

AXO,)/ =

ségben vezet a koherens értéknél kisebb szérasra.
Schrodinger-macska allapotok esetén a kvadraturaoperatorok szérasai a kovetkezok

lesznek:

AXa’+ = A?a,i =

(2.181)

1

1 aze_2“2 2
i—

4 1+e-20

ahol felhasznaltuk a kovetkez6 varhato értékeket Schrodinger-macska allapotban:

(a),,, =(a"), . = (@, |a]a,+) = 2(11—1—2“2)«“' £(-al)a(|a)x|-a))=
21 J_rt—%z) (alaja)+(ala| - a)+(-alala)+(-ala|-a)) = (2.182)
1 —2a2
= —2 (1 ie‘2“2) (20512@ ) =a,
(a%),.=(@"?),.=(a), = (<ﬁT>Z¢)2 =a?, (2.183)
(818),,. = (e e, 2) = o (o] (- aaalle) £ ) =
1

((ala’a]a)+(a|a’a|-a)+

2(1+e20%) (2.184)

az(lie_%‘z)

+(-ala'aa) +(-ala'a|-a)) = ——5

b

ahol (a|—a) = (—a|a) = exp(-2a?), valamint a € R.
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2.3.5. Amplitudo-6sszenyomott allapotok

A koherens allapotoknal emlitettiik, hogy azokat az allapotokat nevezziik amplitudo-
osszenyomott allapotoknak, amelyeknél (Af)? < (ﬁ), amely azt jelenti a fotonszam széras-
négyzete kisebb, mint koherens allapotban. Specidlis esetei a Pegg-Barnett fotonszam-
fazis hatarozatlansagi 6sszefiiggés intelligens allapotai, melyek egy koron vett koherens

allapotok Gauss-szuperpozici¢jaként definialhatoék:
1o9 . i
|a0,u,5>As =c | exp —§u ¢°—ib6¢ |a0e >d</), (2.185)

ahol a(y a koherens amplitudd, ¢ a normalasi egyiitthaté, az u paraméter hatarozza meg
az eloszlas szélességét, a & egy modulaciés konstans, amely illesztett esetben 62 = ay.
Az amplitudé-6sszenyomott allapotok kifejthetok fotonszamallapot-reprezentaciéban a

kovetkez6 moédon:

|ao,u,6) g = Y (n|ao,u,8)|n), (2.186)
n=0
ahol

(n|ao,u,8) = cfexp (—%u2¢2 —i6¢) (n|age'?)dep =

agl? n
=g j%fexp(—%u%z—i(a—n)gb) dep = (2.187)

ol g V2m ( (5—rw2)
2 ————exp|—
vl u 2u?

Az integralas elvégzéséhez az alabbi Gauss-integralt hasznaltuk fel:

9 . 7T b2
fexp(—ax +ibx)dx =/ =exp|-—|. (2.188)
a 4a

A ¢ normalasi egytuitthatot a kovetkezoképpen hatarozhatjuk meg:

=c-e

=c-e

ag,u,8) =c?

97 X 2m 5— 2
(@o,u,6 elool” 22 |0l ex (—( u) ):1 -

u? =, m! u?
_1 (2.189)
T ((6—mﬂ) ’
—c=e . exp|——— .
\/2]‘[ m=0 m! u2
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Tehat az amplitudé-osszenyomott allapotok fotonszamallapot-reprezentacioban:

oo gl (5_n)2
0
|a0,u,5>AS:c'nX:‘bﬁexp 3 |n), (2.190)
ahol
_1
[ee) |a0|2m (5_m)2 2
!/

B ,,Z’O m! exp(—T) ’ (2.191)

Az amplitudé-6sszenyomott allapotbdl |ao> koherens allapot lesz az u — oo esetben, az
u < 1 esetben pedig |n = §) fotonszamallapotta redukélédik, ahol § = /ag. A (2.185) kép-
letben definialt amplitadé-osszenyomott allapotok bizonyos paramétertartomanyokon az
un. fotonszam-operator—fotoneltiinteté operator hatarozatlansagi 6sszefiiggés intelligens

allapotai is.

2.3.6. Nevezetes fotonszamallapot-szuperpoziciok

Nevezetes fotonszamallapot-szuperpoziciok kozé tartoznak a binomidlis allapotok,

amelyeket a kovetkezoképp definialhatjuk:

[l

M

|p’M>B =2

n=0

|n), (2.192)

M
n

ahol az egyiitthatéi igy vannak megvalasztva, hogy az n-fotonos eloszlasa binomialis

eloszlast kovet:

M
P(n,p,M) = |(n|p,M)|" = (n )p” (1-p)M", (2.193)
ahol 0 < p <1, és M egy tetszoleges egész szam (M = n). A binomialis allapotok normal-
tak, mivel
M M u
(p.M|p,M)p=3 | |p"-A=p)" " =(p+1-p)' =1. (2.194)
n=0

Ha M véges értéka és p = 0, akkor a binomialis allapotbél |0> vakuumallapot lesz, a
p =1 értéknél pedig |n = M) fotonszdmallapotra redukalédik. A binomialis allapotbél
|a = \/pM) koherens 4llapot lesz, ha p — 0, M — co. A binomialis allapotok specidlis

esete az un. altalanositott és kevert Bernoulli-allapotok (M = 1):

|p.M =1)y =+/1-p|0)+yD|1), (2.195)
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amely a vakuum- és az egyfotonallapot tetszoleges szuperpozicigja. Binomialis allapot-

ban (AﬁB)z <(h)g, azaz

M (M

<ﬁ>B=Zn( )(1}_) )(1 pY =pM, (2.196)
n=0

(Adg)*=p(1-p)M, (2.197)

ezért a binomialis allapotok szub-Poisson eloszlasiak, bizonyos paraméter tartomanyo-
kon pedig 6sszenyomott tulajdonsagot mutat. Konnyen belathaté, hogy p — 0 esetben
a koherens allapotbeli n-fotonos eloszlast kapjuk, azaz (AﬁB)2 = (A)y = pM = |al?, ahol

a = +/pM. Binomialis allapotban a kvadraturaoperatorok szoérasait a kovetkezoképpen

irhatjuk fel:
11 1 ) .
AXp = |7+ 5pM+(p* MM -1)) (p,M|p,M ~2) - pM (p,M . (2.198)
o 11 1, ., 1 2
AYg = | +opM -2 (p"M(M -1)* (p,M|p,M -2}/ , (2.199)

_>’

nyomottsagi tulajdonsag. A kvadratiraoperator-szérasok meghatarozasahoz a

matrixelemekkel hatarozhaté meg az Gssze-

<én>B = <(£‘T)n>B =

1
SVIRE:
—(;I_n)!] (p.M|p,M—n) (2.200)

osszefiiggést alkalmaztuk. A p =0, valamint a p — 0 esetekben egyenldségként teljesiil
a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relécié.

A negativ binomialis allapotok egyik fajtaja azok a szuper-Poisson eloszlasu allapotok,
amelyek kapcsolatot teremtenek a koherens és az tin. Susskind-Glogower fazis allapotok

kozott:

X [T(M + n)
Pl

ahol a n-fotonos eloszlas a negativ binomialis eloszlast koveti:

U,M, (p>NB = (1 ) (T]ei(p)n |n> ’ (2201)

T(M +n) n) on

Z)M
F(M)

P(n,n,M) = |(n|n,M,p)xz|* = : (2.202)

(1-n

ahol az 7 valészintiségek kielégitik a 0 < n? < 1 feltételt. A negativ binomialis 4llapotbél

vakuumallapot lesz az n — 0 esetben, az n — 0 és M — oo esetben |0¢ =nvVM) koherens
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allapotta redukalédik. A negativ binomialis allapotok normaltak, mivel

M =Y W2 (M g (2.203)

(n,M,¢p

Az M =1 esetben a negativ binomialis allapot

m .
.M =1,¢)\p= V 1-n2-3 (ne'?)"|n) (2.204)
n=0
alaki lesz, amit geometrikus allapotnak is szokas nevezni, mely a Susskind-Glogower-
féle fazisoperator sajatallapotanak felel meg. A negativ binomialis allapotok egy masik
fajtaja kapcsolatot teremt a termalis és a koherens allapotok kozott:

(n+w}1_pw

n

2

|n), (2.205)

w+l S
lpw)g=r 2 - ).
n=0

ahol w tetszoleges pozitiv egész szam (w > n). Az irodalomban ezeken az allapotokon
kiviil még szamos specialis fotonszamallapot-szuperpoziciokat talalhatunk meg. Ezek
példaul a forras-, multinomidlis, reciprok binomialis, hipergeometrikus és negativ hiper-

geometrikus, tangens és kotangens, valamint a Hermite-polinom allapotok.
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3. fejezet

Kvazivaloszintlség-

eloszlasfiiggvények

A kvantumallapotokat kvazivalosziniiség-eloszlasfiiggvényekkel reprezentalhatjuk a
fazistéren. Ilyen eloszlasok példaul a Glauber-Sudarshan P-reprezentacié, a Husimi -
reprezentacio, valamint a Wigner-féle kvazivalosziniiség-eloszlasfiiggvények. A P- és Q-
reprezentacié kozott az a kiilonbség, hogy az elobbi normal rendezett, az utébbi anti-
normal rendezett korrelacids fiiggvények kiértékelésére alkalmas.

A Glauber-Sudarshan P-reprezentaciét az alabbi definicié irja le koherens-bazisban:
0 :fP(a)|a:>(a|d2a, (3.1)

ahol p egy adott kvantumallapot stirtiségoperatora, P(a) a fazistér siirtiségét, mas néven
a sulyfiiggvényét jelképezi. A P(a) fiiggvény meghatarozasahoz a kovetkezé médszert
alkalmazzuk. Szorozzuk be a surtségoperatort balrol | —u), jobbrél pedig az |u> koherens

allapottal:
<— u|@|u> = fP(a)(_u|a> <a|u>d2a — e_|u|2 ,fP(a)e_|a|2 ,eua*_u*adZ(x, (3.2)

amelybol { — u|¢r_3|u>e|”|2 kifejezhet6 gy, mint P(a)elo Fourier-transzformaltja. Vegyiik
ennek az inverz Fourier-transzformaltjat, melynek segitségével kifejezhetjiik a kérdéses
P(a) fuggvényt:

2
el?!

Pla,a") = —; -fe"”Z(—u|@|u>-e“*“_”“*d2u, (3.3)
m
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Koherens 4llapotok esetén a stirtiségoperator: ¢ =|8)(p|, igy

2_1R312
ola2=1p]

Pipy(a) = — -fexp[u*(a—ﬁ)—u(a*—ﬁ*)] APy =l 5D (q - ),  (3.4)

ahol §®(a - B) az tin. két dimenziés Dirac-delta:

1 3 * %
69(a-p)=— f exp[-p(a” - p")] -exp[p” (a - p)]d°B, (3.5)
amely a fentiek alapjan a koherens allapot P-reprezentacigja. Ennek alapjan a P(a, a*)

felirhat6 tgy, mint
P(a)=Tr|p5(a* - a")5(a-4)]. (3.6)

Fotonszamallapotok esetén a P(a,a*) fiiggvény a kiovetkezoképpen alakul:

Py (a,a") = lz—f% -f(—Iulz)n-exp(u*a—ua*)dQu =
|CK|2 1 o2n i o 19 |(X|2 92n © (3.7)
= T nlaa .fexp(u a-ua*)du= . 6(a*)"60¢"6 ().
Mivel Tr (@) =1,igya P(a, a*) normalt, azaz
fP(a,a*)dza =1. (3.8)

Az egyik leggyakrabban hasznalt eloszlasfiiggvények a Wigner-féle kvazivalszintiség-

eloszlasfiiggvények, amely koherens-bazisban az aldbbi definicié6 irja le:

1 . A
W(a) = = -fexp(an —a*n)-Tr[o-D(n)]d?n, (3.9)
amely korlatos fiiggvény, mivel létezik alsé és fels6 hatara:
2 2
-——=Wl@=-, (3.10)
/4 /4

Példaként a koherens allapotok Wigner-fiiggvényét

Wigy(@) = n_lz 'fexp(an* = a’n)-Tr[|B)(p|-D(n)]d*n =
1

* * —@ Al —n*a
- L [explalp—a)]-eF (plen' e gyt -
1 g e B (g o1 Y g2
=+ [expln(p"—a)] - % e P (gl e |p)a%n =
1 2 (3.11)
=;-fexp[n(ﬁ*—a*)—n* (b-a)]-e” 2 d*=
s 2 s 2
:iz-fexp(—x——Ziwx)dx-fexp(—y—+2ivy)dy:ge_zlﬁ_"‘|2
e 2 K 2 /4

- -~

=v/27e—2w? =v2me~202
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alakban irhatjuk fel Az egyszeruség kedvéért bevezettiink 4j valtozokat: n = x +1iy, és
d?n = d[Re(n)]-d[Im(n)] = dxdy, valamint §— a = v +iw, igy alkalmazhatjuk a Gauss-
integralt meghatarozoé (2.188) képletet. Tovabbi nemklasszikus allapotok, mint példaul
a fotonszamallapotok, az dsszenyomott koherens allapotok, valamint az 6sszenyomott

fotonszamallapotok Wigner-fiiggvényeit

2

Winy (@) = ;(—l)ne_|“|2Ln (4]af?), (3.12)
2 (a,/ _ ‘6/)2 (a// _ ,5”)2

Wis (@)= ;exp —2( = + o2 )] , (3.13)
2 * —ar * r

Wign(@) = ~(-1res e 3@V (@ o Pe” —(@-a"Pe ] (3.14)

alakban irhatjuk fel, ahol a = a' +ia” és g = p' +ip", és L, (x) az n-ed rendi Laguerre-

polinom:

L(x)= " (3.15)
k;, B \k

A P(a) eloszlasfiiggvényhez hasonléan a W(a) Wigner-fiiggvény is normalt, azaz:
f W(a)d?a =1. (3.16)

Emlitsiik meg még a @(a) Husimi-féle kavzivalészintuség-eloszlasfiggvényeket, amelye-

ket a kovetkez6 médon irhatjuk fel:
Q(a)=Tr|po(a - a)o(a” -a")|. (3.17)
Felhasznalva a koherens allapotok teljességét leird (2.96) osszefiiggést a Q(a) eloszlas-
fliggvényt
Q@ =1r [ [o5(a-a)o(a” ~a") 8) 8| =

(3.18)
=2 [slel)s(a—pis(a* ) B = (aloa)

alakban irhatjuk fel, mely alapjan elmondhaté, hogy aranyos lesz az adott fényallapot
suruségoperatoranak diagonalis elemeivel koherens-bazisban. Ennek meghatarozasahoz

az alabbi integralt kell alkalmazni:

ff(y)5(x—y)dy:f(x). (3.19)
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A Q(a) eloszlasfuggvény megadhaté a P(a) és a W(a) eloszlasfiiggvényekkel is:
1 “la-p 2 2 -2la—pI% 32
Q(a)= — P(p)e d*p= e W(p)e d*p. (3.20)
A Q(a) eloszlasfiiggvény normalt, valamint korlatos, azaz
9 1
R(a)d“a=1, 0<Q(a)< —. (3.21)
7
Példaként a koherens és a fotonszamallapotokat @-reprezentaciéban
1 1
Qipy (@) == |(a|p)[* = Ze Tl FF, (3.22)
18) T T
1 2n
Qm(@)==-[(aln)|*= o -tar (3.23)
/4 m-n!

szerint irhatjuk fel.
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4, fejezet

A kvantumoptika elemei

4.1. Nyalaboszto6

A kvantumoptika egyik legfontosabb elemi eszkoze a veszteségmentes nyaldboszto,

amely egy passziv optikai elem, melynek sematikus vazlatat az 4.1. abran lathatjuk.

ay

o>
\]

4.1. abra. A veszteségmentes nyaldboszté sematikus vdzlata.

A kvantumoptikaban ez az elem sokkal tobbre képes, mint a klasszikus optikaban meg-
szoktuk egy nyaldboszt6tél. A nyalaboszténak két bemeneti és kimeneti fénymédusa
van, a fénymédusokhoz rendelt fotoneltiinteté operatorok kozotti kapcsolatot a nyalab-

0szt6 transzformacio irja le:

as t1s ros|(ax l£13] - eih13 Irag] - 01023 a;
B = . . : (4.1)
ay ria tos)\as Ir14]- P14 |toy]-e'P24 | | &g
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ahol ¢13, to4 a nyalaboszté ateresztoképessége (transzittancidja), ri4, rog a visszaverodési

egyiitthatdja (reflektanciaja). A nyalaboszté transzformaciés matrixa unitér azaz:

t1g3 rog t;3 I‘Ll B 10 (4.2)

r14 tog4 7‘;3 t§4 01

ahol felhasznaltuk az I\A’IZJ. = M;i matrixtulajdonsagot, melybol a nyalaboszté altalanos

feltételei a kovetkezoképp alakulnak:
1317 + Irasl? = ltaal® + Ir1al” = 1, (4.3)
r14t;3+t24r§3 =7‘23t;4+t137‘i4=0. (4.4)

A (4.4) osszefuiggés segitségével konnyen belathato, hogy a nyalaboszté fazisszogeire a

P14 —Poa+ P23 — P13 ==£7 (4.5)

altalanos feltétel érvényes, amely minden tetszoleges aranyu nyalabosztéra teljesiil. Ah-
hoz, hogy a (4.3) és (4.3) képlet két oldala megegyezzen, akkor meg kell kovetelni, hogy

|t13] = |to4] = |t| és |r14] = |reg| = |r|, ebben az esetben a nyalaboszté transzformacio:

53 |t| . ei¢13 |r| . ei(p23 é’l
= . . ) (4.6)
é_4 |r| .e1¢14 |t| .el¢24 52
és ebbdl adédéan a szimmetrikus nyalabosztoé feltételei:
Ir?+ 121 = 1, (4.7)
rt*+r*t=0. (4.8)

Azokban a specialis esetekben, amikor kocka vagy dielektrikum rétegii nyalabosztorol

beszéliink, az alabbi fazisszogek érvényesek:

Kocka nyalaboszté: ¢13 =14 = oz =0, ¢Pag =, (4.9)

Dielektrikum rétegti nyalaboszté: ¢13 =24 =0, P14 =posg = g (4.10)

A fénymoédusok fotoneltiintet6 operatorainak kommutéacios relacigja miatt a nyalaboszto

hatasat altalanosan egy SU(2) transzformaciéval is megadhatjuk:

é3 \/T . ei(pT \/}_% . ei(pR é’l
= . ) ) (4.11)
ay VR -e"i¥r  \/T.e i¢r ay
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ahol T' a nyalaboszté ateresztoképessége, R a visszaverodési egytitthatéja, melyek a
T + R =1 feltételt elégitik ki. Kisérletileg minden SU(2) transzformacié megvalésithato
nyaldbosztéval, és egy adott nyaldboszté esetén a ¢r, ¢pr fazisparamétereket a nyalab-
oszto elé és utan tett fazistolokkal allithatjuk be. Szimmetrikus nyalaboszté esetében a
T =R = ; beallitast kell alkalmazni.

Chung Ki Hong és Zhe Yu Ou koreai fizikusok és Leonard Mandel német fizikus altal

definialt nyalaboszté transzformacié a kovetkezo:

. L 1) (s
B_ 1 A (4.12)
a,] v21 -1)l\a,

Fizikailag ez nyaldboszt6 transzformacié azt jelenti, hogy az egyik feliiletrol valé vissza-
verodés egy m relativ fazistolast idéz eld, amely a —1 szorzétényezonek felel meg. Az 6
neviikhoz fazodik a kétfotonos interferencia kisérleti demonstralasa (Hong-Ou-Mandel
effektus).

A nyalaboszté transzformacié koherens-reprezentaciéban a kovetkezéképpen irhaté

fel fézistoldsos nyalabosztok esetében:
| @), ®|B), — exp |a(VTa] +ivI-Ta}) - a* (VTas-ivi-Tay)| x
xexp | B(ivI-Ta} + VTa]) - p* (~ivI-Tas+VTau)|[0);©|0), =
=exp |(aVT +ipVI-T)a] - (a"VT +(if)" VI-T)as
xexp|(iaVI-T+pvVT)a] - (i) VI-T+p*VT)as|[0)5®0), =
=Dy (VTa+ivVI=TB) Dy (ivI-Ta+VTH|[0);®]0), =
- ‘\/Ta+i\/ﬁﬁ>3 ® ‘i\/ﬁa+ VTp)

X

(4.13)

4 b
a (4.12) képlettel definialt nyalaboszt6 transzforméciét koherens-reprezentaciéban

“_\;‘Qﬁ>3® “_‘ﬁ>4 (4.14)

|Oé>1®|,3>2—> \/§

alakban irhatjuk fel.
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4.2. Homodin mérés és N-foton detektalas

Homodin detektalas egy kvantummechanikai mérés, amely a kvadratirak mérésére
lett kidolgozva. Az altalanos koncepcié6 szerint az eljaras detektalando intenziv koherens
jelek keverésébdl all, és azonos frekvenciaju térerésségek intenzitdasainak a kiilonbségét
méri. Ha a térerdsségek frekvenciai nem azonosak, akkor heterodin detektalasrdl szokas
beszélni. Az intenziv koherens jelet lokalis oszcillatornak nevezziik, amely egy viszony-

lag eros 1ézernyalab. A homodin detektalast a 4.2. abra mutatja.

homodin detektalas

(e}

[«13

LO

4.2, abra. A veszteségmentes homodin detektdlds alapelvének sematikus vdzlata.

Az abra alapjan az a; moédus jeloli azt a jelforras operatorat, amit mérni szeretnénk, az
LO pedig a lokalis oszcillatort. Az elrendezés tartalmaz egy nyalabosztot, valamint két
nagy hatasfoku fotodetektort. A homodin mérési eljarast ,kiegyensilyozott”-nak nevez-
zik (angolul balanced), ha a nyalaboszté ateresztoképessége: T = %, ebben az esetben a

kimeno6 médusok transzformalt alakjai:

¢=—=(a+ib), (4.15)
A 1 N
d=—(ia+b). (4.16)
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A fotodetektorokkal az atlagos fotonszamot detektalhatjuk, azaz a fotonszam-operatorok

varhato értékeit, kiilonbségiiket pedig a kovetkez6 médon hatarozhatjuk meg:
(hg) = (e'e-d'd) = (i(a"b-b'a)) =

=(y|(pli@'b-b'a) ) |y) =i(1B1- € (a") - 1l - e (a)) = (4.17)

=Bl (<ﬁ>.e—ie N <éT>,eiG)  (X(O)),
ahol 0 = ¢r, + Z, valamint a ¢7, a lokalis oszcillator fazisszoge. Ezzel elmondhaté, hogy
az intenzitasok kiilonbsége, amelyet a homodin detektalas médszerével mértink meg,
egyenesen ardnyos a bemené fénymédus X(0) kvadratirajaval. Ebbél adédéan, a lokalis
oszcillator fazisanak valtoztatasaval a térerosség egy tetszoleges kvadratirija mérheto.

Ez a homodin detektalas alapelve. A homodin mérés leirhaté a |x g)-val jelolt kvadratura-

operator sajatallapotaval, azaz teljesiilnie kell az alabbi sajatérték-egyenletnek:
fq|x1>:x,1|x,1>. (4.18)

A kvadratura-sajatallapot felirhaté fotonszamallapot-reprezentaciéban, valamint expo-

nencialis alakban:

lca) = §O|n><n|x1> = i::own(x,l)|n> =n"

~ i n
aT el/’l

|0) =
V2 ) (4.19)

2

12 e 1
.e”2 A.ZmHn(xA).
n=0""*

W=

1 1 - :
— i - exp _§x/21 - §(fa.Tel’1)2 +v2xa"et | |0),

ahol alkalmaztuk a (2.148) azonossagot. A v,(x)) a harmonikus oszcillator energia-
sajatfiuggvénye helykoordinata-reprezentaciéban:

Val

A koherens allapot kvadratura-reprezentacigjat

=

eI H  (xh)- e (4.20)

Wnlx2) = (n|xa) =

(B )

2

2
-exp (—ﬂ) (4.21)

1 ; 1 o
(x,1|a>:n_%~exp —Ex/zl+\/§e_”1x;ta—§e_2”la2 5

alakban irhatjuk fel. A sajatérték-egyenlet bizonyitasahoz egy helykoordinata jellegti
kvadraturaoperatort kell alkalmazni. Ehhez alkalmazzuk a fotoneltiintetd és fotonkelto

operatort leiré (2.17) és (2.18) képleteket és vessziik a i = w = 1 egységrendszert:

R 1 . .
%,=v2-X; = = (a7 +afet). (4.22)
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Ennek ismeretében konnyen bizonyithaté a sajatérték-egyenlet:

~ 1.2 (0 At _1(aT,i02 4T 011
%2 |xa) = ‘e 2xﬂ-(ae 1’htaTel)“)-e g@'e)? o Vamale |0) =

. —%(él*e“‘)2 ) e\/QxAéTeM . e—\/ix/lé’fei/l -e%(ﬁ%m)zl X (4.23)

V2 ~

i

)

s o 1At ily2 AT id
x(ae 1A+aTe1/l)_e 5(@a'e') _e\/ﬁx,lae

0) =x2|x2),

amelynek bizonyitasahoz a kovetkezo 6sszefiiggések sziikségesek:

leatoril2 (. s At 3 _Lgteity2 o

ez@e?) '(ae 1’1+aTell)'€ 2@ = 30 M, (4.24)
_ At il s AT il A —i

e \/Qane -ae ll.e\/gx/lae = ae 1/1+\/§xﬂ.' (4.25)

a (2.26) osszefiiggés alkalmazasaval.

Az N-foton detektalast kisérletileg un. fotonszamfeloldé detektorokkal valésithatjuk
meg, amelyek olyan optikai eszk6zok, amelyekkel meghatarozhatjuk a detektalt fotonok
szamat az adott optikai impulzusban. Ezek a fotonszamfeloldé detektorok napjainkban is
intenziv fejlesztés alatt allnak. A legismertebbek kozé tartoznak azok a fotonszamfeloldé
detektorok, amelyek atmeneti szenzorokat (angolul Transition Edge Sensor, TES), és
szupravezet6 nanovezetékeket tartalmaznak, és szamos sikeres kisérletben alkalmaztak.

Egy idealis fotodetektor a kovetkezé mérési projektorral modellezheto:

I, = |n)(n

) (4.26)

ahol n a mérési eredmény, amely a fotonok szamanak felel meg a mérendo fényallapot-

ban.
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5. fejezet

A fény nemklasszikus allapotainak

",

eloallitasa

A nemklasszikus fényallapotok eléallitasanak kutatéasaban két {6 irany kilonboztet-
het6 meg. Az egyik az optikai rezonatorokban, iiregekben torténo allapot-eloallitas, a
masik az allapotok haladéhullamu eléallitasa. Optikai rezonatorokban, az iiregben csap-
dazott, illetve athaladé atomok koélesonhatasat felhasznalva modszerek 1éteznek kiilon-
b6z6 nemklasszikus allapotok eloallitasara. A nemklasszikus allapotok haladéhullamu
eléallitasanak két fajtaja kilonboztethetdo meg. Az egyik valamilyen nemlinearis opti-
kai folyamaton alapulé kozvetlen eldallitas, amely rendszer esetenként visszacsatolast
is tartalmazhat. A masik mddszer a feltételes médon torténo allapot-eléallitas, amely-
nek lényege, hogy egy kétmoédusu allapot egyik médusan torténé mérés meghatarozott
eredménye esetén a masik modus a kivant allapotba keriil. Az els6 médszerre a spon-
tan parametrikus lekonverzion alapulé allapot-eléallitas (amellyel példaul 6sszenyomott
allapotok allithatok elo). Ha a lekonverzié rezonatorban torténik, akkor parametrikus

oszcillatorrol beszélink.

Fontos szerepet jatszanak azok a kvantumallapot-tervezéssel foglalkozé kutatasok
(angolul quantum state engineering), melynek célja, hogy egyetlen kisérleti elrendezés-
ben lehessen tobb, tetszoleges nemklasszikus allapotot eléallitani. Ezek a haladéhullamua
rendszerek linearis optikai elemekbdl, nyalabosztékbél és detektorokbdl allnak. Ebben a

jegyzetben csak az ilyen tipusu rendszerekrol lesz szo.

60



5. A fény nemklasszikus allapotainak eléallitasa 61.

5.1. Makroszkopikus kvantumszuperpozicié eloallitasa
Kerr-kozegben

A koherens allapotok szuperpozici¢janak eloallitasara alkalmas kisérleti elrendezést
az 5.1. abra mutatja, amely tulajdonképpen egy Mach-Zehnder interferométer, melynek
egyik agaban (@ médus) egy Kerr-kozeg talalhato, ahol a médus kolesonhat a b médussal,
amelyben a kivant szuperpoziciét akarjuk eléallitani’. Az 5.1. &bran lathaté ¢ médus
csak akkor érdekes, ha a b médus osszefonédott egy masik médussal. A rendszer egyik
bemenetén egy egyfotonallapot a masik bemenetén pedig egy vakuumallapot talalhato, a

b médus pedig |ﬁ> koherens allapotban van.

D1

D2

M1 BS2

fazistolo T— 10

BS1 Kerr-kozeg

a modus M2

| ﬁ) b modus
|0)

¢ modus

5.1. abra. Kisérleti elrendezés koherens dllapotok szuperpozicigjanak haladéhullamu els-
dllitdsdra.

Az abra alapjan az els6é nyalaboszté (BS1) utan a rendszer allapota:

(11),]0)5)[B) — é(l1,0>+i|0,1>)lﬂ>- (5.1)

Az 5.1. abran lathatjuk, hogy az egyik tiikor elott egy Kerr-kozeg, a masik tiikor el6tt egy

fazistolé talalhaté. Tehat a tukrok elott a rendszer allapota:

i(eie

V2

LChristopher C. Gerry, Phys. Rev. A 59, 4095 (1999).

1,0y |B) +i[0,1)® |Be ™)), (5.2)
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KL
ahol ¢ = —, ahol K egy nemlinearis egyutthaté, L a Kerr-kozeg hossza, v a Kerr-
v
/2
kozegbeli fénysebesség. Ezutan az M1 és M2 tukrok hatasara a fénymodusok 2 fazis-
tolast szenvednek, de ezt elhanyagolhatjuk. Végiil a masodik nyaldaboszt6 (BS2) hatasa

a rendszer allapotat a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

%(eig|1,0>® |B) +i

—~ 2 [0y (e [8) = Be7i#)) +il0,1) (e |6) + [Be))].

0,1)@|pe )| —
(5.3)

Ha a D1 (D2) detektor jelez, D2 (D1) detektor pedig nem, akkor az azt jelenti, hogy a
|1,0) (|0,1)) allapotot detektaltuk, igy a b médusban az alabbi (normélatlan) allapotban

lesz:
|B) Fe | pe™?). (5.4)

Ezt az allapotot Kerr-allapotnak hivjuk. Ha a Kerr-kozeg elég hosszi, vagy K értéke
elég nagy oly médon, hogy ¢ = 7, és ha 0 = 0, akkor a Kerr-allapot paratlan és paros
b2
Schrodinger-macska allapotta valik, a 0 = 5 esetben az un. Yurke-Stoler féle allapotot

kapjuk. A Kerr-allapotot leiré (5.4) képlet eléallitasanak valészintusége

P(0,¢). = %{1 Fexp [—IBI*(1-cos(¢))] - cos (6 + | BI?sin (¢))} (5.5)

0,1), illetve a

szerint alakul. Természetesen ez a kifejezés a 1,0) allapot detektala-
sanak is a valészintisége. A Kerr-allapot, mint kiindulé allapot azonban alkalmas a
Schrodinger-macska allapotok feltételes eléallitdsara. Ezt mutatjuk meg a kovetkezo

fejezetben.
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5.2. Schrodinger-macska allapotok haladéhullamu elo-
allitasa (feltételes médon)

Az optikai Schriodinger-macska allapotok haladéhullamau feltételes eloallitasara alkal-

mas optikai elrendezést az 5.2. abran lathatjuk.

|®0) Homodyne
measurement

X =0

|®o)

Prepared state

5.2. abra. Kisérleti elrendezés Schrodinger-macska dllapotok haladohulldmu feltételes

--------

Az 5.2. abra alapjan a rendszer bemené allapotaira feltételezziik, hogy kis szeparacidju

koherens-szuperpoziciéban vannak:
| o) = Ay (|a) + |ae™)), (5.6)

ahol Ag, a normélasi egyiitthaté. Ahhoz, hogy a létrehozandé koherens-szuperpozicié a

fazistér valés egyenese mentén helyezkedjen el, akkor a kezdeti koherens-szuperpozicié
T+

amplitudéjanak fazisat ugy kell beallitani, hogy arg(a) = T(p A nyalaboszt6 transz-

formacié el6tt az optikai rendszer kétmodusu allapotat a kovetkezé médon irhatjuk fel:

_ 2 . i¥ . i¥ . i? . —i¥
|®0>1®|®0>2—W®0-()a01e 2>1®‘a01e 2>2+‘a016 2), ®|aoie™2) +

(5.7)
+‘aoie_i%> ®‘aoiei%> +‘aoie_i%> ®‘aoie_i%>)
1 2 1 2)’
A nyalaboszté transzforméacié koherens-reprezentaciéban:
a+p a—p
|a);@]B)y— > ® > : (5.8)
! 2 V2 /3 V2 /4

Kvantumoptika alapjai Mogyoroési Gabor


http://fizphd.ttk.pte.hu/Mogyorosi

64. 5. A fény nemklasszikus allapotainak eloallitasa

amelyet alkalmazva az optikai rendszer kétmoédust kimené allapotat

|1//0ut>34 Nout * [(‘\/_wcoe 2> +‘\/§i(x0e_i%> )|0>4+‘\/_1a0c0s( )> |cat>4 (5.9)

alakban irhatjuk fel, ahol |cat)4 a Schrodinger-macska allapotot jeloli a fazistér valos

egyenese mentén:
|cat), = Acat- (’\/_aosm(z» ‘ \/_a0s1n(2)>4). (5.10)
Homodin mérést hajtunk végre a megfelel6 méduson az X, - = 0 esetben, igy
|Wout) = Aout, - (c1|0), + c2|cat) ) (5.11)
kimeno allapotot kapjuk, ahol a szuperpozicié egyiitthatéi és a normalasi egytitthato:
= (X1o0 =0|V2aqie’® ) + (X120 = 0|V2agie % ) =

=g [exp (a%ei(” - a%) +exp (a(z)e_i"’ - a%)] = (5.12)

U

C10 iaZe . —ia? _1

i [31“0‘P+e I“OW] =271 -cos (agp),
1
4 .

T
<XH - O)ﬁaoicos(gD = 71 . e00s(5) . gmageos() = 51 (5.13)

ahol ¢ < 1 esetén sin(¢p) = ¢ és igy e*'¥ =~ 1+i¢p, valamint alkalmaztuk a koherens 4llapot
kvadratura-reprezentaciéjat leiré (4.21) képletet. Cél, hogy a ¢; vakuumallapot egyiuitt-
hatgja zérus, vagy cg egyiitthatéhoz képest elhanyagolhato legyen. A c; egyutthaté akkor

7
lesz zérus, ha a%(p =3 igy az ag komplex paraméterre az alabbi feltételt kapjuk:

apin= [T (5.14)

2¢
Ezzel elmondhaté, hogy ezzel az optikai elrendezéssel Schrodinger-macska allapotok fel-

tételesen eldéallithatok jo kozelitéssel.
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5. A fény nemklasszikus allapotainak eloallitasa 65.

5.3. Egyenesen és racson vett koherens-szuperpozicié
haladohullamu feltételes eloallitasa

Az elozo fejezetben ismertetett rendszert alkalmazva adddik a lehetoség egy olyan
osszetett optikai rendszer 1étrehozasara, amellyel a fény sok nevezetes nemklasszikus
allapota allithat6 elé6 nagy pontossaggal. Tehat a kovetkezokben egy olyan optikai el-
rendezésrol lesz sz6, amelynek soran az 5.2. abran lathato elrendezést felhasznalva egy

olyan 6sszetett optikai elrendezés vazolhato fel, amelyet az 5.3. abran lathatunk.

e > Homodyne
" measurement 1
X91 =1

Homodyne
measurement 3
X, = a3
)
o)
|wout>

Homodyne
measurement 2

2
1/)1(n)> X92 = T2

5.3. abra. Kisérleti elrendezés a fény sok nevezetes nemklasszikus dllapotainak halado-

sz

Az el6z6 fejezetben ismeretett optikai rendszerrel tulajdonképpen egy origé kozéppontu
koherens-szuperpozicié allithaté elo a fazistér valés egyenese mentén. Felvetodhet az a
kérdés, hogy az 5.3. abran lathato elrendezés segitségével milyen ,geometridjui” koherens

allapot-szuperpozicié hozhaté létre a fazistérben.
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Elso6 korben tegyiik fel, hogy a rendszer bemend allapotai a kezdeti kis szeparacigju
koherens-szuperpoziciét leiré (5.6) képlet szerinti allapotban vannak, igy ezért a két al-
rendszer kimen6 allapota a BS1, illetve a BS2 nyalaboszt6 utan hasonlé médon irhaté

fel, mint az el6z6 fejezetben meghatarozott kimené allapotot leiré (5.11) képlet, azaz

[y ) = Ay (20]0) +aseat)), (5.15)
w2, ) = Ay (bo]0) + b1 [eat)), (5.16)
ahol az egyiitthatck:
ao = (Xnz0 = 11| V2aie'® ) + (1,20 = 1 |V2aie %), (5.17)
a1= (X0 =21 2aicos(g) , (5.18)
bo = (Xiy=0 = 05| V2aie'? ) + (X, = 25| V2aie ™), (5.19)
b1 = (X1,-0 = 5| V2aicos (g) . (5.20)

A tovabbiakban a kimené allapotokat leir6 (5.15) és (5.16) képletek fogjak jatszani a
harmadik alrendszer bemené allapotait. Ezutan a nyaldaboszté transzformacié el6tt a

harmadik alrendszer kétmoédusia bemené allapotat a kovetkezé médon irhatjuk fel:

‘V/gd> ® ‘w@) > =agbo|0)|0) +aob1]0) ‘\@asin(g» +aob1|0) )—@asin(%» +

mid
+a1by @asin(g» |0)+a1bo ‘—\/ﬁasin(gb |0)+

+a1b1 \@asin(g» ‘\@asin(g» +a1bq ‘\@asin(g» ‘—\/ﬁasin(g» +

+a1bq —\/éasin(g» ‘\/ﬁasin(g» +a1b1 ‘—@asin(%” ‘—\@asin(g».

(5.21)

A BS3 nyalaboszt6 utan a kétmdédusa kimend allapot a kovetkezoképpen alakul:

|1110ut>34 = aob0|0>|0> +aopb1 ‘asin(g» )—asin(§)> +apbi ‘—asin(g» ‘asin(§)> +

sostofasin (1)) esin ()}t -in (1)) |- (2

+arby[2asin(2)) |0) +a1b1(0) |2asin(Z)) +

(5.22)

+a1b1|0) )—Qasin(g» +a1b; ’—2asin(§)> |0).
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5. A fény nemklasszikus allapotainak eloallitasa 67.

Alkalmazva, hogy ¢ < 1 esetén sin(g) ~ g, valamint bevezetve egy uj jelolés maédot,

ap . . , . . .2 .
azaz d := 5 homodin mérés utan az optikai rendszer kimeno allapotat

. 5
[Wout) ™ = Hows- Y cn|(n—3)-d) (5.23)

n=1
alakban irhatjuk fel, ahol a szuperpozicié egytitthatoi:
c1=a1b1(Xyy=0 = x3/0),
ca=a1bo(Xiy-0 = x3|—d)+agb1 (Xp-0= xs|d),
cs =a1b1(Xpyz=0 = x3| —2d) + @obo (Xaz=0 = x3]|0) +a1b1 (Xny=0 = x3|2d), (5.24)
ca =aob1(Xny=0 = x3| —d) +a1bo(Xa,=0 = x3|d),
cs=a1bi(Xy—0 = x3]0).

Tehat ebben az esetben 5 koherens allapotbél allé szuperpozicié hozhaté 1étre a fazistér
valds egyenese mentén.
A kovetkezokben ugy allitjuk be a masodik alrendszer bemeno allapotanak a fazisat,

hogy arg(a) = g, igy a BS1 és a BS2 nyalaboszt6 utan a fénymaédusok

(Wﬁfﬁd> = Ny (@0]0) +ai]cat)), (5.25)
[ W) = Ao (b5]0) + 85 cat)) (5.26)

allapotban vannak, ahol
|cat’) = ’\/éaiSin(g» + ‘—\@aisin(g», (5.27)

valamint az egytitthatok:
= yo|VBae %), (5.28)
1= <X12:% = yg‘\@acos (g)> (5.29)

(2

mid

(1)

Jegyezzilk meg, hogy a ’W > kimeno6 allapot tulajdonképpen a )wmi d> kimen¢ allapot-

nak az ortogonalis vetiilete.
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68. 5. A fény nemklasszikus allapotainak eloallitasa

A tovabbiakban a kimeno allapotokat leir6 (5.25) és (5.26) képletek fogjak jatszani a
harmadik alrendszer bemend allapotait. Ezutan a nyaldboszté transzformacié el6tt a

harmadik alrendszer kétmdédusia bemené allapotat a kovetkezé médon irhatjuk fel:
W) ® [ = 20b)]0)[0) +a0b}|0) |vEaisin (2 ]) +aob}[0) |-v2aisin(£)) +
\/_asm( )>|0>+
(5.30)
+a1b) \/_asm( )>‘\/_msln(2)>+a1b' \/_asm( )>‘ \/_alsln(2)>+
+a1b) —\/_asm( )>‘\/_a1s1n( )>+a1b' \/_ocsm( )>‘ \/_a1s1n(2)>

+a1by \/_asm( )>|0>+a1b'

Alkalmazzuk ismét, hogy ¢ < 1 esetén sin (g) = g, valamint d = %, igy a BS3 nyalab-

oszt6 utan a kétmodusui kimené allapot a kovetkezoképpen alakul:
|Wout)aq = a0b([0)|0) +aob![id)| —id) +aob} | -id)id )+
+a1bgy|d)|d) +a1by|-d)| - d) +a1b|d +id)|d —id) + (5.31)
+a1b}|d —id)|d +id) +a1b}| - d +id)| -d —id) + a1b}| -d —id)| - d +id).
Homodin mérés utan a rendszer kimeno allapotat a kovetkezo alakban adhatjuk meg:

|Wout) 0 = Ay - Z Z Com|—(n—2)-id +(m -2)-d), (5.32)

n=1m=1

ahol az egyutthatoék:
c11=a1b} (Xiz=0 =x3|—d—id),
c12= aob’l (X,13:0 :x3| —id),
c13= alb’1 (X,13:0 :x3|d —id>,
c21 = a1bg(Xi;=0 = x3| - d),
co.2 = aoby (Xa,—0 = x3]0), (5.33)
co3=a1by(Xn,—0 =x3|d),
c31=a1b] (Xa,—0 =x3| —d +id),
c32 = aob (Xn,=0 = x3)id),

c33=a1b) (Xyy=0 = x3|d +id).
Tehat ebben az esetben egy 3 x 3-as racsot alkot6 koherens-szuperpozicié hozhato létre a

fazistérben.
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5. A fény nemklasszikus allapotainak eléallitasa

69.

Ebben a fejezetben egy olyan haladéhullamu kisérleti elrendezést mutattunk be rész-

letesen, amellyel specialis koherens-szuperpoziciok allithaték elo.

koherens-szuperpoziciékat az 5.4. abran lathatjuk.

Ezeket a specialis

(a) (b)
157 0.8
0.6
d Y ® Y
Im(a) Im(a) 0.4
0.51
0.21
e & e e
Re(a) Re(a)
-0.2
-0.51
-0.4
N Y ® °
-0.6
-1.5- -0.8"

5.4. abra. Koherens dllapotok szuperpozicidja (a) egyenesen és (b) rdcson a fdzistérben.

Az abra alapjan eldéallithatunk 5 koherens allapotbél all6 szuperpoziciot a fazistér valods

egyenese mentén, illetve 9 koherens allapotbdl allé 3 x 3-as racsot a fazistérben.
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A. fliiggelék

Heisenberg-féle hatarozatlansagi

relacio

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié (vagy osszefliggés) egy alapveto, elméleti
hatar bizonyos fizikai mennyiségek egyszerre, teljes pontossaggal valé6 megismerheto-
ségére. Ilyen mennyiségpar példaul a hely és az impulzus, minél pontosabb értéke van az
egyiknek, annal pontatlanabb a masiknak. Ebben a fliggelékben ezt a hatarozatlansagi
osszefiiggésnek az altalanos formulajat bizonyitjuk be.

Egy A megfigyelheté mennyiség esetén csak ugy kaphatunk AA =0 szérasértéket, ha
az A megfigyelheté mennyiség sajatallapotaban vagyunk. Legyen adott A és B két nem
kommutalé operator, melyeknél nem engedhetjiilk meg, hogy a szérasuk zérus legyen,
mert kiilonben a két operator szimultan sajatallapotat kellene kapnunk. Tehat mi a

legjobb, amit tehetiink? Vezessiik be a kévetkezo6 operatorokat:

%), (A.1)

[l
>

% =%x—(
p'=p—(P)L (A.2)
amelyeket felhasznalva meghatarozhatjuk a kommutaciés relaciot:

[%',p'] = &b~ %(B)I - ()Ip + (2)(p)I - px+ P(X)I + (B)IX— (P)(%)I = [%,B] = if. (A.3)
A X' és p’ operator segitségével definidljunk egy |c/)> allapotot a kovetkez6é médon:

o) := (& +i1p') ), (A.4)
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ahol 1 egy tetszoéleges valés szam, |1//> egy tetszodleges allapot. Minden A és |1//> esetén

teljesiilnie kell a (¢|¢p) > 0 6sszefiiggésnek, azaz

(@lo)=((&)")~ir(p'%') +iM&'D) + 1% (b)) =

= A%2 +iA({ [%,D] ) + A2Ap% = A%2 — AL+ A2Ap? = 0.

(A.5)

Ez nem mas, mint egy kvadratikus polinom, azaz egy masodfoku fliggvény, amelynek

altalanos alakja:
FA)=ar?+bA+c. (@>0) (A.6)

Keressiik meg a kvadratikus polinom minimum helyét:

df(d) b
G 9gd+b=0 — Ay = ——,
a et T %

(A.7)
amelyet behelyettesitve a masodfoku fiiggvényt leiré (A.6) képletbe, és az (1) > 0 feltétel
mellett:

bZ

b2 p2
>0 — ca}Z. (A.8)

b2
f(ﬂmin.)za—%JrC:C—E

Osszehasonlitva a kvadratikus polinomot leiré (A.5) Gsszefiiggéssel: a = AP?, ¢ = AXZ,

valamint b = —h, igy azt kapjuk, hogy

(A.9)

N | St

ARAD >

Ezzel meghataroztuk a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié altalanos formulajat.
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B. fiiggelék

Kanonikus kvantalas

Induljunk ki abbdl, hogy egy £ hullamszamvektoru, w korfrekvenciaju sikhullam egy
p = hk impulzusi és E = hw energiaju részecskemozgasnak a kvantummechanikai meg-
feleloje. Igy a sikhullam amplitidéjat, amelyet hullamfiiggvénynek neveziink, a kovet-

kezoképpen irhatjuk fel (az egyszeriiség kedvéért egydimenzioban):

« E i
w(x,t) = expli(kx — wt)] = exp 1(%x - %t) = exp %(pxx —Et)} . (B.1)
Derivaljuk le a hullamfiiggvényt x szerint:
4 (x,t) = ! (x,1) (B.2)
dxw xa - hpxw x7 . .

Kvantalas soran minden mérhet6 fizikai mennyiséghez hermitikus operatort rendeliink:

d

X—X, p—Py=-ih—. (B.3)
dx
Ezek ismeretében a kommutatoruk:
[%,Dx] = XPx — PaX. (B.4)

Szorozzuk be mindkét oldalt egy tetszoleges W (x) fiiggvénnyel:

A PN ., d¥(x) .. d
[%, D] P(x) = (XPy — P2X) W (x) = —ihx algn 1ha(x‘l’(x)] =
(B.5)
dv d¥
= —ein D D) ) i),
X dx
Ha a fenti 6sszefiiggés minden W(x)-re teljesiil, akkor a kommutator értéke:
[%,P.] =ih. (B.6)
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A Heisenberg-féle hatarozatlansagi elv tehat azt fogalmazza meg, hogy az x koordinata
és a hozza kanonikusan konjugalt p, impulzus nem lehet egyszerre jol definialt értéki.
Ez azt kell jelentse, hogy a fizikai rendszer semmiképpen sem lehet az x és a p, operator
kozos sajatallapotaban, azaz hogy az egymashoz kanonikusan konjugalt mennyiségek
operatorainak nem lehet kozos sajatfiiggvényrendszere. Ez azt jelenti, hogy a [%,P.]

kommutator nem zérus.
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C. fuggelék

Fotoneltiinto és fotonkelto operator

Induljunk ki az egydimenziés idofiiggetlen Schrodinger-egyenletb6l, amelyet hely-

koordinata-reprezentaciéban felirva:

R2 d? 1
ST At L R O 2 (D

ahol helykoordinéta-reprezentéciéban % = x, és p, = —ih%, valamint 1, (x) = (x|y, ). Cél,
keresni olyan egyszertibb felirasmaédot talalni a Hamilton-operatorra, amelynek alakja

az energia-sajatértékekhez hasonlit.

Emeljiink ki a Hamilton-operator kifejezésébol hw-t:
h o d?
+ I 2) (C.2)

= hof-
hw( 2mw da? 2h

Ezutan a zaréjelben 1év6 kifejezést irjuk fel szorzatalakban

h & mo, | [ b d [me _hd fmo )
on ¥~ omode  V2n )|\ 2mwdx " Von”

" 2mw dx2

N Li [mo _ [me Li_
wde Vorn ¥ Van” -
(C.3)

L e L e 1d 1 d
dx 2h dx 2h Todxt 2%ax
( e )(v b+ lees]
Ennek ismeretében a Hamilton-operator:
1 1
1px) = hw (a*a + 5) ,  (C4)

fl—hw( moe 1 if))( %
V2hmo * \/2h

2h

74



C. fiiggelék - Fotoneltiinté és fotonkelto operator 75

ahol a fotoneltiintetd operator, az a' pedig fotonkelté operator:

a= /T i 1 (mwz+ip) (C.5)

a= X ip= ip), )
2h V2mhw P V2mhw

i [mo, 1 .. 1 A

a' = X- ip = (mwX —1p). (C.6)
2h V2mhw P V2mhw P

Valasszuk tgy az a és az a' operator szorzatat, hogy a Schridinger-egyenletnek eleget

tegyen. Legyen f = a'a, amely fotonszamallapot-reprezentaciéban:
fln)=a'aln) = vna'in-1)=vnvn—1+1In) =nin). (C.7)

Az n operatort szokas fotonszam-operatornak hivni. Mivel ez a szorzat kielégiti a sajat-

érték-egyenletet, igy a Schrodinger-egyenlet alakja a fotoneltiinteto és -kelt6é operatorral:
a1 .1 1
hwla'a+ 2 Wn(x)=ho D+ 2 Yp(x)=ho|n+ 2 Wi (). (C.8)

Jegyezziik meg, hogy h # aa’, mivel ebben az esetben a sajatérték-egyenletet nem elégiti

ki, azaz

ﬁln):ééTIn):\/n+1é|n+1>:(n+1)|n);én|n). (C.9)
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D. fiuggelék

Exponencialis operatoralgebra

D.1. Baker-Hausdorff lemma

Ebben az alfiiggelékben az in. Baker-Hausdorff lemmat bizonyitjuk be két nem kom-
mutalé operator fuggvényben. Legyen egy f(x) fiiggvény a kovetkezo alaku:
@)= eABe A, (D.1)
ahol x egy valés paraméter. A kovetkezokben vegyiik az f(x) Taylor-sorat:
fx)=Ff00)+xf'(0)+ J;—Tf”(O)+ z—?f"'(O)+..., (D.2)

majd hatarozzuk meg az f(x) x szerinti derivaltjait:
f'(x) — AexA]"ge—xA _ exA]AgAe—xA — AexAﬁe—xA _ exA]Age—xAAeer—xA —
=1
=Ae™ABe A _ o"ABe AL = Af(x) - fA = A, f(x)],
'@ =Af'x)~f' A=A f'@)], (D.3)
fl//(x) — Af!/(x) _ f//(x)A — [A’ f/l(x)] ,

FPx) = A" D) - F V(A = [A, f(n_l)(x)] .
Mivel £(0) =B, ezért
£'(0) = [A, £(0)] = [A,B],
F"0)=[A,f0)]=[A,[AB]], (D.4)
£(0) = [A, £(0)'] = [A,[A, [A,B]]], stb.
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D. fiiggelék - Exponencialis operatoralgebra 77

Ezzel meghataroztuk a Baker-Hausdorff lemma &altalanos formul4jat:
Ad —xA @ coaox N
e“ABe A =B +x[AB] + o [A,[A,B]] + a7 [A,[A,[A,B]]]+.... (D.5)

Specialis esetben [A,[A,B]]| = 0, azaz [A, B] = konstans, ekkor
exAIASe_xA =B+x [A,ﬁ] ) (D.6)

A fenti levezetések ismeretében konnyen belathaté, hogy a Baker-Hausdorff lemma leg-

altalanosabb formulat
A,[A,B]]+ < [A,[A,[A,B]]] +.... (D.7)

szerint irhatjuk fel.

D.2. Baker-Campbell-Hausdorff formula

Ebben az alfiiggelékben az un. Baker-Campbell-Hausdorff formulat bizonyitjuk be
két nem kommutalé operatorra vonatkozéan. Elsoként a specidlis esetet vizsgaljuk,

amely azt jelenti, hogy [A,ﬁ] = konstans. Legyen egy f(x) fuggvény a kovetkezo6 alaku:
f(x) = eAe*B, (D.8)

ahol x egy valés paraméter. A kovetkezokben vegyiik az f(x) derivaltjat:

AF(X)  « A B cAe B < <A B cAn A <A
f :AeerxB+exABexB:AeerxB+exABe ererxB:
dx ~——

=1 (D.9)

= (A+e2Be™) f(0) = (A+B+x [A,B]) fw),

ahol felhasznaltuk a Baker-Hausdorff lemma specialis esetét leiré (D.6) képletet. A fenti

differencidalegyenlet megoldasaval és az x = 1 esetben kapjuk meg az

PN R R 1 A
eAeB =exp (A'l‘ B+ 5 [A,B] (DlO)

Baker-Campbell-Hausdorff formula specialis esetét.

Kvantumoptika alapjai Mogyoroési Gabor



78 D. fiiggelék — Exponencialis operatoralgebra

Altaldnos esetben a (D.8) képletben szereplé f(x) exponencidlis fiiggvényt felirjuk a

kovetkezo médon:
e ApB _ LG _ exp (xGl +x2Go+x3Gs +. ), (D.11)

és feltétezziik, hogy teljesiil az alabbi azonossag:

N N d N N A d N
e_xBe_aneerxB = e_G(x)aeG(x). (D.12)

Az azonossag bal oldala a kovetkezoképpen fog alakulni:

iB whA D A iB_ xByy aB . B —wAi <A sB ¢ . -sBi of
e xBe xAd_eerxB:e xBBexB+e xB xAAeerxB:B+e xBAexB:
X
2 3 (D.13)

-B+A-x[B,A]+ 2 [B,[BA]]- 1 [B,[B,[BA]]]+...,

a jobb oldal pedig
e 60 L0600 _ @)+ 1 (60, 60)] + = [[ 6/, 6], G0)] + -+ =
dx 2! ’ 3! ’ ’
N N N 1., -
=G1 +2xGo +22 (3G3 — 5 [Gl,GQ]) + (D.14)

N A oA 1. ..~ A N
e (4G4 - [61,Gs] - £ [[G1,G) ,Gl]) +0 (),

ahol felhasznaltuk, hogy

G'(x) = G1+2xG9 +3x2G3 + 423Gy + ..., (D.15)
[G/(x),G(x)] = [G1 +2xGg +3x%G3 +4x3Gy +...,xG1 + x*Go + x°G3 +x*Gy +...] =

= 22 Gy, Gz] - 26% [G, B3] + O (xY), 40
[[G'(x),G(x)],Gx)] = - [[G1,G2] ,G1] + T (x*). (D.17)
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Az azonossag két oldalat 6sszehasonlitva azt kapjuk, hogy

Ej)
1]
>

) [
@ o
| |
|
NI~ 4

(D.18)

]
~

|
>

(- [B,[B [B.AJ]] + [[61,G2],61] + 6[61,G] ) -

Il
§|"‘§|"‘B|'—‘ Sl IR O+
—
> ’
>
>
|
o
>
(wel
N

[~ [B.[B.[B.A]]] + %([[A, [A,B]],A+B]+|[[B,[A,B]],A+B]+

+[A+B,[A,[A,B]]]+[A+B,[B, [E,A]]])} -
1

- ﬂ(_ [ﬁ’ [B’ [B’A]” + [[B, [A,ﬁ]],A+]§] = _i([A, [B, [A,ﬁ]”)

Ezzel megkaptuk a Baker-Campbell-Hausdorff formula altaldnos esetét:

AP —exp(A+B+ 5 [AB]+ - ([AAB]] - [B[A.B]))-
(D.19)

A magasabb rendu tagok — bonyolultsagukat tekintve — ebben a fiiggelékben nem lettek

meghatarozva.
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