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Bevezetés

A kvantuminformatika (amely a XX. szdzad végén sziiletett meg) a fizika és az in-
formatika azon hatarteriilete, melynek célja, hogy az informatikai feladatok megoldasat
megfelel6 kvantummechanikai rendszerek fizikai allapotaban bekévetkezett valtozasbol ol-
vassa ki. A kvantuminformatika a kvantuminforméacio-elmélet eredményeire épiil. Ez az
elmélet a klasszikus informacidelméletnek egy kvantummechanikai eszkozoket alkalmazo
altalanositasa, amelyben két fogalom, az dsszefonodottsag és a kvantummechanikai mé-
rés alapvetd szerepet jatszik. A kvantummechanikai mérés soran egy fizikai mennyiség
lehetséges értékeit kapjuk, és nem a rendszer allapotat hatdrozzuk meg. Igy a kvantum-
informatika alaprendszerében a qubit allapotaban hordozott informaciét, amely elvileg
végtelenszer nagyobb a klasszikus bitben tarolténal, nem lehet tokéletesen kinyerni. Ezt a
problémat részben kikeriilhetjiik, ha feltessziik, hogy a mérni kivant qubit csak bizonyos
ismert kvantumallapotokban lehet rogzitett valészintiségekkel. Igy juthatunk el az elmilt
évtizedben intenziven vizsgalt témakorhoz, a kvantumallapotok megkiilonboztetésének
problémajahoz. A kvantummechanikdban csak ortogonalis dllapotokat lehet megkiilon-
boztetni viszonylag egyszeriien, nem ortogonalis dllapotokat pedig 100%-osan lehetetlen.
Ezért kilonbozo stratégiakat dolgoztak ki, mely abban kiilonboéznek, hogy milyen kri-
tériumokat varunk el a mérés sordn. Igy példdul megkovetelhetjik, hogy ne tévedjiink,
ekkor jutunk el az egyértelmii modszerhez, amelynél olyan mérési eredményeket is ka-
punk, amikor nem tudunk semmit mondani a rendszer allapotarol. Ekkor megengedjiik,
hogy hibazzunk a mérés soran, de elvarjuk, hogy minimalis legyen a mérési hiba. Ez a
minimalis hibaju modszer.

A szakdolgozat célja bemutatni a kvantumallapotok méréssel torténé megkiilonboztetésé-
nek kiilonbozo stratégiait, igy a minimalis hibaja, az egyértelmii és a maximalis konfidenci-
aju modszert. A szakirodalom feldolgozasara épuld osszefoglalas mellett sajat munkaként
a minimalis hibaji moédszer elméletében fontos szerepet jatszé Helstrom-formulat veze-
tem le részletesen. Az ismertetett modszerek egy lehetséges altalanositasa azt a kérdést
teszi fel, hogy milyen mérési elrendezéssel kapunk maximalis informéaciot egy kvantum-
rendszerben. Err6l a problémarél Nagy Alexandra szakdolgozataban tajékozédhat [1].



1. fejezet
Alapismeretek

A dolgozatban feltételezziik, hogy az olvasé a kvantummechanikai és kvantuminfor-
matikai alapfogalmakat ismeri. A dolgozat kovetéséhez sziikséges, és az egyetemi tanul-
manyokban nem szereplé néhany fogalmat ebben a fejezetben ismertetiink.

1.1. A sturiségoperator

A kvantumdallapot barmely olyan allapot, amelyben egy kvantummechanikai rendszer
lehet. Egy teljesen meghatarozott kvantumallapotot egy [¢) allapotvektorral, vagy szoké-
sos nevén egy tiszta dllapottal jellemezhetjiik, amely természetesen megadhato kiilonbo6zo
reprezentaciéval is, igy példaul hullamfiiggvénnyel vagy egy adott ortonormélt bazisban a
kifejtési egytitthaték vektoraval. Altaldban azonban a kvantummechanikai rendszer kol-
csonhat kornyezetével vagy elofordulhat, hogy valamely okbdl a rendszer allapotarol csak
azt tudjuk, hogy |i1),|vs),. .., |¥,) allapotok valamelyikében py, po, ..., p, valdsziniisé-
gekkel fordul el6. Ekkor a rendszer allapota nem irhato le egyértelmiien egy allapotvek-
torral, hanem azt mondjuk, hogy a rendszer kevert allapotban van. A kevert allapotok,
illetve a kvantumrendszerek allapotanak altalanos leirasara a sdriségoperdtor hasznal-
hato, amely a kovetkez6 alakban irhato fel:

0=">_ prlte) (Yl (1.1)
"

ahol p, > 0 és >, pr = 1. Ha a rendszer allapotéat a |¢) tiszta allapottal irjuk le, akkor
ebben az esetben a stirtiségoperator:

0= )W (1.2)

egy projektor a [¢) allapotvektorra.

A strtiségoperator segitségével egy tetszdleges A operétor atlagértéke a kovetkezd mo-
don szamolhato ki:

(A) =Tr (p4) . (1.3)
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A striségoperator minden sziikséges informacioét tartalmaz a mérés kimenetelét leird
valoszinliség-eloszlas meghatarozasahoz.

A stirtiségoperator felfoghaté a H Hilbert-téren hatd statisztikai operdtorként is, mely-
nek tulajdonsagai a kovetkezok:

1. 9 hermitikus operétor, azaz o' = 9, és V k-ra p;, € R,

2. Tr(9) =1,

3. 0 > 0 pozitiv szemidefinit operator, mivel V k-ra p, > 0,
4. o stirliségoperator g; sajatértékeire igaz, hogy 0 < g; <1,
5

. tiszta allapotra igaz, hogy 0% = o.

Az (1.3) egyenletben megjelené Trace (nyom) miiveletet a dolgozatban tobbszor hasz-
naljuk, ezért ennek tulajdonsagait kell osszefoglalni. Egy adott matrix nyoma a matrix
diagonalis (féatlobeli) elemeinek az 6sszegét jelenti. Erdemes megjegyezni, hogy egy adott
operatorhoz rendelt matrix nyoma fliggetlen a valasztott reprezentaciétél. Az operatorok
nyomara vonatkozolag egy fontos tulajdonsag:

Tr (Aé) =Tr (E/Al) ,
(1.4)
Tr (Aéé) =Tr (C’AB) ,

azaz a Trace alatt 1évo szorzatoperatorok ciklikusan atrendezhetok.

1.2. A kvantummechanikai mérés

A kvantummechanikdban a mérheté fizikai mennyiségeket H Hilbert-térbeli énadjun-
géalt, azaz hermitikus operatorokkal irjuk le. A mérés soran az adott fizikai mennyiség
sajatértékeit kaphatjuk eredménytil. Az altalanositott kvantummechanikai mérések elmé-
letében a kvantum mérés leirhat6 az {M,,} mérési operdtorok halmazaval. Az m index a
mérési kimeneteket szimbolizalja. Ha a rendszer allapota a mérés elétt [1), akkor annak
a valoszinlisége, hogy m a mérés eredménye:

p(m) = (| N, M ), (1.5)
ahol M,, a mérési operator. Mérés utan a rendszer allapota:
_ Mal$) _ M|v)

(1.6)

Wm) - - ~ ~ )
Vo(m) (M M)

ahol |¢) a rendszer allapota a mérés el6tt, az M, mérési operator pedig kielégiti a

S MM, =1 (1.7)
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teljességi egyenletet [2]. Az altaldnos mérésnek egyik specidlis esete az tn. projektiv
mérés. A projektiv mérés leirhaté egy A megfigyelheté hermitikus operatorral a rendszer
allapotterében. Ennek a megfigyelhetonek a spektralis felbontasa:

A=S"mpP,, (1.8)

ahol P, egy projektor az A sajatterében, és 3, P, = 1, m pedig az A sajatértéke. Ennek
megfelel6en a (1.5) egyenletben szerepld M, mérési operatornak ebben az esetben a P,
projektor felel meg. Ha a mérend6 rendszer allapota |¢), annak a valdszintisége, hogy m
a mérés kimenete:

p(m) = (| Palt). (1.9)
Ebben a képletben kihasznaltuk, hogy P2 = P,,. Ekkor a rendszer dllapota a mérés utan:

Ym) = Puld) _ _ Fuld) (1.10)

Vpm)  JW|Paly)

A kvantumallapot mérésnek legaltalanosabb fajtaja a pozitiv operdtor értékii mérték, vagy
roviden POVM (Pozitive Operator Valued Measure). Tegyiik fel, hogy

1L, = M N, (1.11)

ahol I, pozitiv operator, amely szintén kielégiti a teljességi egyenletet, azaz

I, = 1. (1.12)

m=1

Ennek alapjan annak a valdszintisége, hogy m a mérés eredménye:
p(m) = (| ]0). (1.13)

Igy a 1L, operatorok halmaza elegendé a kiilonb6z6 mérési kimenetek valoszintiségének
megallapitasahoz. A teljes {II,,} hermitikus pozitiv szemidefinit operdtorok halmazat
nevezziik POVM-nek. Hasonl6 formula irhaté fel a projektiv mérési operatorok esetére is:

N A
> P, =1y (1.14)
m=1
Egy fontos kiilonbség, hogy a POVM elemei nem feltétleniil ortogondlisak, aminek az a
kovetkezménye, hogy a POVM elemeinek széma (n) nagyobb lehet, mint a Hilbert-tér
dimenziéja (N).



2. fejezet

Kvantumallapotok

megkiilonboztetése

A kvantuminformatikdban az informacio a kvantumrendszerek allapotaba van kodolva,
de ez az allapot nem figyelhets meg a kvantummechanikéban. Igy egy alapvetd probléma
meriil fel, mert az informécié feldolgozasa utan az informaciét ki kellene olvasni, vagyis
a rendszer allapotat kellene meghatarozni. Amikor a kimeneti allapotok ortogonalisak,
akkor ez egy viszonylag egyszerii feladat, ha a lehetséges allapot halmazok meghataro-
zottak. De amikor a kimeneti allapotok nem ortogonalisak, akkor ezeket az allapotokat
teljes egészében nem lehet megkiilonboztetni. A nem ortogonalis allapotok kozotti meg-
kilonbozetési probléma mindeniitt jelen van a kvantuminformatikai rendszerekben és el-
jarasokban.

Ezt a problémat elészor Carl W. Helstrom [4] és Alexander S. Holevo [5] vetette fel.
A nem ortogonalis kvantumaéallapotok hasznalatat a kvantumkommunikaciés rendszerek-
ben illetve kvantumkriptografiai protokollokban Charles H. Bennett [6] javasolta, amely
lendiiletet adott a megkiilonboztetéssel kapcsolatos kutatasoknak. A kutatasok az elmult
évtizedben felgyorsultak, és tobb jelentés eredmény sziiletett. Ezek a kutatasok napja-
inkban is folytatdédnak.

Mivel nem ortogondlis kvantumallapotokat nem lehet teljes bizonyossdggal megkiilon-
boztetni, ezért killonbozé kritériumokat kell megfogalmaznunk, amelyet egy optimaélis
méréstol elvarunk. Napjainkig a kritériumoktol fliggéen tobb kiilonbozo stratégiat dol-
goztak ki alacsony dimenziés kvantuminformatikai rendszerekre. Az elsé a minimélis
hibaji megkiilonboztetés, amely a legrégebbi is egyben. Ez Helstrom [4] nevéhez fizédik.
A maésodik az egyértelmli megkiilénboztetés, amelyet elészor Igor D. Ivanovic [8] javasolt,
majd Dennis Dieks [9] és Asher Peres [10] oldotta meg N = 2 tiszta kvantuméllapotra.
Ezt néha IDP-stratégianak is nevezik. A harmadik stratégia a maximalis konfidenciaju
megkiilonboztetés, amelyet Sarah Croke és munkatarsai [11] vezettek be a kozelmultban.
Ezeket a stratégiakat a kovetkezo alfejezetekben targyaljuk részletesen. A témakor feldol-
gozasahoz Bergou Janos, Ulrike Herzog és Mark Hillery 6sszefoglalé tanulméanyét, illetve
az adott stratégidkat felvetd és elemz6 eredeti publikdcidkat hasznéltuk fel [3].
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A nem ortogondlis allapotok nem kiilénboztethetdk meg, ezt a kovetkez6 modon lathatjuk
be. Tegyiik fel, hogy adott két mérési operdtor, Il és Hg, amelyek nem feltétleniil pro-
jektorok. Ezek egytittesen kifeszitik a két qubit allapot Hilbert-terét, és ennek értelmében
felirhatjuk a

I, + 10, = 1, (2.1)

kapcsolatot. Igy ezek egy POVM elemei. A tokéletes megkiilonboztetés érdekében elvar-
hatjuk azt a feltételt, hogy

ﬁ1|1/)2> =0, ﬂ2|¢1> =0, (2.2)

mely azt jelenti, hogy az els6 detektor soha nem tudja beazonositani a masodik allapotot,
a masodik detektor pedig az els6 allapotot. Viszont azonosithaté egy jel az elsé detektoron
az elso allapottal, illetve egy masik jel a méasodik detektoron a masodik allapottal. Az
elso illetve masodik allapot sikeres azonositasanak a valészintisége:

p1 = <w1’ﬂ1’¢1>7
— (i Tlafi). (23)

Ha megszorozzuk a (2.1) egyenletet (¢1| bra-val balrdl és |1);) ket-tel jobbrél, akkor azt
kapjuk, hogy

(Wil fgn) + (nllafebr) = (@ilgn) = 1. (2.4)

Figyelembe véve a (2.2) kritériumot, azt kapjuk eredményiil, hogy

(1|1 |en) = py = (Yafihr) = 1. (2.5)

Hasonlé eljarassal - [19) esetében - megkapjuk, hogy

(Ua|ls|tha) = po = (Yalth) = 1, (2.6)

vagyis ugy tlinik, mintha tokéletes megkiillonboztetés lenne. Viszont ha a (2.1) egyenletet
megszorozzuk (i |-val balrdl és |¢q)-tel jobbrol, figyelembe véve ismét a (2.2) kritériumot,
azt kapjuk, hogy

(W1 [T ) + (| Taftha) = (¥1]2b) = O, (2.7)

amelyek csak ortogonalis dllapotokra kéne teljestilni, emellett |t)q) és |1)q) dllapotok altalé-
ban nem ortogonalisak, azaz (;[1,) # 0, de linedrisan fiiggetlenek. Igy ellentmondashoz
jutottunk, és bebizonyosodott a nem ortogonalis allapotok kozotti megkiilonboztetés le-
hetetlensége.
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2.1. Minimalis hibaji moddszer

A minimalis megkiilonboztetés célja, hogy keressiink olyan mérési elrendezést, amely-
nél minden mérési eredménynél joslast tesziink arra, hogy milyen allapotot mértiink. Az
el6z6ekben elmondottak szerint nem ortogonalis allapotok esetén hibazhatunk. A mérési
elrendezést tgy optimalizaljuk, hogy a hiba minimalis legyen.

Az altalanos feladat soran feltessziik, hogy a mérend6 Dg dimenziés kvantumrendszer
N kiilonboz6 allapotban (N > 2) lehet, és a j-edik allapot n; valészintiséggel fordul eld,
amelyre Zé\;l n; = 1. A mérés leirhaté egy POVM segitségével, amely értelemszertien
N mérési operatorbol all, és a j-edik allapotot azonositja. Azaz, ha a j-edik detektor
jelez, akkor azt mondom, hogy a j-edik allapotban volt a rendszer. Ha feltessziik, hogy
a rendszer ¢ allapotban lett preparalva, annak valdszintisége, hogy arra kovetkeztetiink,
hogy a rendszer allapota 0;:

Py, =Tr (ofl;) . (2.8)

Ezek a feltételek a kovetkezd Osszefiiggéseket eredményezik:
I = 1p,, (2.9)

i

valoszinlisége, hogy hibds eredményt kapunk, a kévetkezo Osszefiiggés irja le:
N A
Pay =1 = Pegn = 1= Y0y Tr (5115, (2.10)
j=1

ahol 37, m; = 1. Itt bevezettink egy Peo valosziniiséget, amely a helyes becslést jeloli.
Annak érdekében, hogy meg lehessen taldlni a minimalis hibaju stratégiat, meg kell ha-
tarozni a POVM-t, hogy minimalizélni lehessen P, értékét a (2.9) egyenlet alapjan. A
hiba-minimalizélasi problémanak az explicit megoldasa nem trivialis, és az analitikus ki-
fejezések is csak specidlis esetekbdl szarmaztathatok.

Abban a specialis esetben, amikor csak két allapot adott, ahol az egyik a kettd kozil
tiszta a masik kevert allapot, a minimalis hiba valészintiségét Helstrom a 70’-es évek
kozepén vezette le [4]. A kévetkezo alfejezetben az & eredményét fogom ismertetni.
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2.1.1. A Helstrom-formula

Induljunk ki (2.10) egyenletbol és feltessziik, hogy két allapotot kiillonboztetiink meg,
azaz N = 2. Igy m+n=1¢s I + 11, = ]lDS Annak a valészintisége, hogy a mérés
soran hibas eredményt kapunk [3, 7, 12]:

Perr =1- 22: anr (@jﬂ]) = 771TI‘ (@1ﬂ2> + 772TI‘ (@2ﬂ1> . (211)

j=1
Ezt kifejezhetjiik a kévetkezo modon is:

Py =m+Tr (Aﬁ1> =ny —Tr (/A\fb) , (2.12)

ahol bevezettiik a A hermitikus operatort, melyet a kovetkezoképpen irhatunk fel:
N =m200 — o =D Nl ) (dx. (2.13)
k=1

Itt |or) a A operator sajatvektorai, A\, pedig a A operator sajatértékei. A jobb oldalon
1éve6 kifejezés a A operator spektralis vagy projektor felbontasa. A A sajatértékek valds
szamok, és az altaldnossag elvesztése nélkiil a kovetkez6 modon szdmozhatok meg:

)\k:<0 ha 1§k’<k50,
M>0  ha  ke<k<D,
)\k:0 ha D<k‘§DS

A A operator spektralis felbontdsdnak alkalmazasaval a P, reprezentacidja [13]:

Dgs

Pov =11+ > Me(bn [T |oor) = 12 — Z A (01| TTa| ). (2.14)
P

A kovetkezdkben meghatarozzuk a 11, és IT, mérési operatorokat gy, hogy minimalizaljuk
a (2.14) egyenlet jobb oldalat a kovetkezé feltétel mellett:

0 < (Gullllon) <1, (j=1,2) (2.15)

Ebbél a feltételbdl, és a (2.14) egyenletbdl az kovetkezik, hogy a minimalis mérési hiba
val6szintisége érheté el, ha gy vélasztjuk a mérési operatorokat, hogy a (¢ |I11|¢s) = 1
és (| Ia|dr) = 0 egyenletek a negativ sajatértékekre teljesiilnek, mig a pozitiv sajatérté-
kekre a (¢ |TT1|dr) = 0 és (¢ |TLa|¢%) = 1 egyenletek teljesiilnek. fgy a mérési operétorok
a kovetkezdképpen irhatok fel:

Z o) (onl,  Tho= D" [ow) (o, (2.16)

k=ko

ahol ezeket a kifejezéseket projekcids operatorokra kell klegesmtenl a sajatallapotokhoz
tartozo A\, = 0 sajatértékre gy, hogy kielégitse a H1 +1L, =1 ps kapcsolatot. Amennyi-
ben vannak pozitiv, illetve negativ sajatértékek a A operator spektralis felbontasaban,
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a minimalis hibaji mérés két kvantumallapot megkiilonboztetésére egy Neumann-mérés,
amelyek egyrészt a {|¢1), ..., |dr,—1)}, masrészt a {|¢k,),...,|¢ps)} allapothalmazokra
kifeszitett két ortogonalis alterre vetitett prOJekmokbol allnak Abban az esetben, amikor
nincs negativ sajatérték, akkor I, =0és I, = 1, ami azt jelenti, hogy a minimalis hiba
valoszinlisége érheté el a g9 allapotra. Hasonld megfontolasok igazak a pozitiv sajatérté-
kekre nézve.

Ha a (2.16) egyenletben szereplé mérési operatorokat behelyettesitjik a (2.14) egyen-
letbe, akkor a minimalis hiba valdszintisége [13]:

ko—1 D
Perr:nl_ Z |/\k| =2 — Z |>‘k| (217)
k=1 k=ko

A két alternativ reprezentacio Osszegének segitségével, és az n; + 1o = 1 felhasznalasaval
azt kapjuk, hogy

(1-Tr (JA])), (2.18)

N | —

1
Perr:2<1_Z|>\k|>:
k

ahol |M = \/ATA, vagy HAH = Tr (\/ ATA) A (2.10) egyenlettel egyiitt megkaptuk a
Helstrom-formulat [4], amely megadja a minimalis hiba valészintiségét 9, és g2 allapot
megkiilonboztetése soran:

Peow = = (1 = Tr (|n202 — monl)) = = (1 = ||n202 — monl]) | (2.19)

1
2

DN | —

Abban a specidlis esetben, ha |11) és |15) tiszta dllapotokat kell megkiilénboztetni, akkor
ezt a kifejezést a kovetkez&képpen irhatjuk fel [3, 4]:

Par = 5 (1= T= mml (il | (220

A detektorok optimélis elrendezése, amellyel a minimalis hiba valdszintisége érheto el, a
2.1. abran lathat6. Az optimalis elrendezéshez a detektorokat szimmetrikusan kell elhe-
lyezni.

Kidolgoztak egy olyan formulat, ahol bevezettek egy 7,in és €2y Mme: mennyiséget, ami
az 1y és 1o legkisebb illetve legnagyobb a priori valdoszintiségeit jeloli. Ez a formula a
kovetkezOképpen néz ki [7]:

Py = 1 (1 _ Vimas(1 = (81 [4)1?) )

Nhmaz — Nmin + \/1 - 477min77ma:c’<w1 |¢2> |2

(2.21)
1 max

= Nmin (1 I 7 ) .
2 Nmaz — Nmin + V 1— NminTmaz
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10) D,

ly,)

g} 1)

ly,)

2.1. abra. Detektor konfigurdacio két tiszta dllapot minimadlis hibdji megkilonbozteté-
sére, eqyenld a priori valosziniiséggel. Ez eqy Neumann-mérés két ortogondlis detektorral,

amelynél a detektorokat szimmetrikusan kell elhelyezni az optimadlis eljdras érdekében.

Nézziik meg azt a specialis esetet, ahol a két allapot koziil az egyik tiszta allapot masik
pedig kevert allapot! A cél az, hogy a két kvantumallapotot megkiilonboztessiik. Ezt az
esetet Ulrike Herzog vetette fel sajat cikkében [13]. Tehat adott két kvantumallapot:

13 .
=Wl 0= 5 el = T, (222)
j=1

ahol 9, tiszta allapot, g, kevert allapot, az |u;) allapotok ortonormaltak, azaz (u;|u;) = d;;,
és d < Dg. Ebben a specidlis esetben d = Dg, a 05 teljesen kevert allapot lesz, ami egy
teljesen véletlenszerli rendszer allapotat irja le, és nem tartalmazza az 0sszes informaciot.

A reprezentacio egyszertiisitésére a kovetkezo specialis eseteket fogjuk felhasznalni. Tiszta
allapotra az a priori valésziniiség:

_ (2.23)
m = d + 17 .
kevert allapotra az a priori valdszintiség:
d
= —. 2.24
T2 dr1 ( )

A két valoszintiséget, illetve a két kvantumallapot Osszefliggéseit felhasznalva, a A opera-
torra a kovetkezot kapjuk:

R 1 d
A= i1 (; |uj) (uy| — W)W’) : (2.25)
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A kovetkezékben Herzog sajatértékszamitasait fogjuk megvizsgalni. Ahhoz, hogy kezelni
tudjuk a kovetkez6 sajatérték egyenletet, azaz

FN) = Md+ DAgpr + |0) (| — Z|uj (u;] =0, (2.26)

annak érdekében be kell vezetni az |ug) és |u;) ortogondlis és normalizalt bazisvektorokat
ugy, hogy teljesitse az alabbi Osszefiiggést:

() = luo)y/1 = [JWI]|2 + [¢l), (2.27)

ahol [¢ll) a |1) komponense, amely az |ui),...,|us) allapotokra kifeszitett Hy Hilbert-
altérben talalhato, azaz

d
112 = (@l =37 [(u; (2.28)
7=1
A {|), |ur), ..., |uq)} dllapotok halmazara kifeszitett teljes Hilbert-tér d-dimenzidji, ha

10| =1, és (d + 1)-dimenzi6jd, ha [|gl]] < 1.

Mivel 14 = YS9, ;) (uy| és Tar1 = Lg+ |uo)(uol, igy a A sajatértékek az aldbbi egyenletet
fogjak teljesiteni:

det (F) = det (F}) + det (Fy) = 0, (2.29)
ahol
By (0 = [yl + [(d + 1) = 1]i,
(2.30)
EFy(A) = [0) (| + [(d + DA — 1]Lay1.
Most reprezentaciokat fogunk felirni 1 -re és ﬁd+1—re, ezek a kovetkezok lesznek:
. H [
fa = |1|/}|22||1/|}2 | + Z |5) (151,
(2.31)

Lap1 = [9)(¥] + Z 125031,

ahol {|i;)} és {|#;)} 1j bazisvektorok, amelyeknél igaz, hogy (ll|i;) = 0 és (]7;) =0
Ezeket Osszevetve a kovetkezo Osszefiiggésekhez juthatunk:

det (Fy) = [|[@[[2 + (d+ DA = 1] [(d+ 1A — 1]
(2.32)
det (Fy) = (d+ DA[(d + 1A — 1]4

Ha behelyettesitjik a (2.29) egyenletbe, akkor az aldbbi sajatértékekhez juthatunk:

1
M= T I,
d+1 ] (2.33)
Ao = —A A = —— k=3,...,d+1).
2 1 k d+1 ( ; 9 +)
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A (2.19) egyenlet alkalmazasaval a minimalis hiba val6szintisége [3, 12, 13]:

P — di1 (1 1o ||¢|y2> . (2.34)

Amikor a megkiilonboztetett dllapotok linedrisan fiiggetlenek, azaz ||| # 1, akkor pon-
tosan egy negativ sajatérték létezik, a A;. Ezért a minimalis hib4ju mérés egy Neumann-
mérésnek felel meg, ekkor a mérési operatorok I, = |p1) (1] és I, = ﬁDS — 11, lesznek,
ahol |¢1) a A\ sajatértékhez tartozé sajatallapot. Ha pedig 01 és 0o linedrisan fiiggenek,

azaz |[¢/|| = 1, akkor nem létezik negativ sajatérték, emellett [T, = 1p,, és ebben az
esetben a minimalis hiba valészintisége:

1

P = .
d+1

(2.35)
Ez megvalésithaté olyan feltevéssel, hogy a rendszer mindig a 9o allapotban van, bar-
mennyi mérés végrehajtasa nélkiil.

2.1.2. Megoldhaté specialis esetek attekintése

A kovetkezokben megnéziink egy olyan révid attekintést, amely Osszefoglalja azokat
az eseteket, ahol az explicit analitikus kifejezések, és innen a minimalis hiba valdszintisé-
gét meghataroztak az implicit altalanos megoldasbél. Azt az esetet, amely csak N = 2
allapotra adott, mar megvizsgaltuk a Helstrom-formula cimi fejezetben. Amikor a két
allapot tiszta, és azonos valdszintiséggel fordul el6, a Helstrom-limit legaltalanosabb ered-
ménye egy specialis eset lesz, hivatkozva a szimmetrikus tiszta allapotokra. Az utobbi
id6ében, Yonina C. Eldar [14], illetve Chou és Hsu [15] kaptak egy kifejezést az N dllapoti
megoldasra, mely allapotok szimmetrikusak és kevertek. Néhany mas esetekben sikertilt
megoldani analitikusan is. Ezek kozé tartozik az tin. linedrisan fiiggetlen allapotok oszta-
lyai, valamint a projektorok, amelyeket Gsszegezve az egységet alkotjak. Stephen Barnett
[16] megtaldlta a minimalis hibaju stratégiat sokrészes szimmetrikus dllapotokra, majd
Erika Andersson és munkatérsai [17] oldottdk meg a hérom tiikkérszimmetrikus allapot
esetét.

Az analitikus megoldéasokon kiviil a minimalis hibaju stratégiat mar numerikusan is meg-
vizsgaltdk. Miroslav Jezek és munkatérsai [18] javasoltak egy algoritmust az optimélis
mérés megtalalasara, alkalmazva a szemidefinit programozds elméletét.
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2.2. Egyértelmii médszer

Az egyértelmu stratégiat eloszor Ivanovic vetette fel. Az egyértelmi mdodszerben az a
célkitiizés, hogy ne hibdzzunk a mérés soran, azaz 100% valdszintiséggel mondunk valamit
a mérés utan. Ennek az lesz a kdvetkezménye, hogy ebben az esetben a mérés nem nyjt
informaciét. A [¢);) és |¢2) allapotok (amelyeket megkiilénboztetiink) nem ortogonalisak,
azaz (YP1|1e) # 0. A (2.1) sszefiiggés csak két mérési operatorra vonatkozik, amely azt
feltételezi, hogy a két mérési operator mindig egyértelmiilen megallapitja a két kvantum-
allapotot. Ez pedig lehetetlen, ezért moédositani kell az elobb emlitett egyenletet ugy,
hogy bevezetjik a II, mérési operétort, ami szintén egy POVM eleme. Igy az egyenlet a
kovetkezo lesz:

I, + I, + 11, = 1, (2.36)

ahol 1 a H Hilbert-tér egységoperatora. Az elsé és masodik POVM elem tovdbbra is
egyértelmiien beazonositja az elso, illetve a méasodik allapotot. A harmadik POVM elem
viszont mindkét allapotot be tudja azonositani, igy ez megfelel egy hibas mérési ered-
ménynek. Hangstlyozni kell, hogy ez a kimenet nem egy hiba, mivel az els¢ allapotot
soha nem lehet beazonositani a masodikkal és forditva, egyszeriien ez azt jelenti, hogy
ebben az esetben semmilyen kovetkeztetést nem tudunk levonni.

A kovetkezdkben bevezetiink két valoszintiséget. Az elso azt allitja, hogy annak a va-
16szintisége, hogy |1)1) lesz a mérés kimenete:

p1 = (| [). (2.37)

Ez lesz az un. sikeres detektaldsi valosziniiség. A masik azt allitja, hogy annak a valdszi-
niisége, hogy nem a [i1) dllapot lesz a mérés kimenete:

@ = (V1 |Tolin). (2.38)

Ez lesz az un. sikertelen azonositas valoszintisége. Ezek az Osszefiiggések hasonlé moédon
irhatok fel |1)9) dllapotra is. Egyértelmt megkiilonboztetésre elvarjuk, hogy a kovetkezd
egyenletek teljestljenek:

(alTT1[th) = (41 [Thafthr) = 0, (2.39)

a (2.2) egyenlet felhaszndldséaval. Ha alkalmazzuk az el6bb felirt egyenleteket, akkor a
(2.36) osszefiiggésbdl megkapjuk, hogy

nta=p+e¢=1 (2.40)

Ez azt jelenti, hogy ha megengedjiik, hogy a hibas azonositas eredménye egy bizonyos
valoszinliséggel forduljon el6, akkor a tobbi esetben a megfigyelé egyértelmiien meg tudja
hatarozni a rendszer allapotat.

A kévetkezOkben meghatarozzuk a (2.36) egyenletben szereplé mérési operatorokat exp-
licit modon. Induljunk ki az alabbi sszefiiggésbdl:

A, =057 (k=0,1,2), (2.41)
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ahol Uy egy unitér operator. Ebbol megkaphatjuk a mérési operatort:
I, = Al A, (2.42)
Ennek valészinlisége meghatarozhato gy, hogy
(il ALARl:) = | gl P = 0. (2.43)

A norméanak a pozitivitasa miatt az egyértelmii megkiilonboztetés egyenértékii az alabbi
feltételekkel:

Aila) = As|ipy) = 0.
Ha bevezetjiik a |1;-) vektort, amely a |1;) vektornak merdleges komponense (ahol i # '),
akkor az Ay operatorokra felirhatjuk a kovetkezoket:

Ay = e (0t (.44
2.44

Ay = coltho) (Y5,

ahol c¢; és ¢y komplex egyiitthatok. Ezeket alkalmazva a mérési operatorok a kdvetkezo
modon fognak alakulni:

I, = AJA; = |e[2[vi) (Wi,

(2.45)
My = AL Ay = |ealv3) (3.
A komplex egyutthatdkat kifejezhetjiik gy, hogy
p1 , 2 P2
el = s, & o= s, (2.46)
| (W1 [1) 2 | (o]t ) |2

amelyeknél a nevezd 4tirhaté szinuszfiiggvény segitségével, azaz sinf = |(yp|yi)|. Ezek
utan a mérési operatorok:

I, = 2L ju) (],

sin’ 4 (2.47)
-~ D2 1 1 .
I, = sin29’w2 ><w2 ‘

Ekkor II; és I, pozitiv szemidefinit operatorok lesznek. Viszont van egy tovabbi feltétele
a POVM-nek, amely a hibas mérési operator pozitivitasat eredményezi:

ﬁo - :ﬁ - ﬁl - ﬂg. (248)

Ez egy egyszerli 2 x 2-es matrix a ‘H Hilbert-térben, ennek sajatérték probléméja analiti-
kusan megoldhat6 azzal a feltétellel, hogy

01ga > [ (1), (2.49)

ahol g1 =1 — py1, és ¢o = 1 — py a bemeneti allapotokra vonatkozo hibavalészintiségek.
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A kovetkezé feladat meghatarozni az egyértelmi stratégia két fontos valoszinliségét, vagyis
a hibas mérés, illetve a sikeres mérés valdszintiségeit. Eldszor jeloljilk @Q-val a hibas mérés
valoszintiségét, amely igy irhaté fel:

Q = maq + 12g- (2.50)

Ezt kell minimalizalni a (2.49) feltétellel. Ezutan P-vel fogjuk jelolni a sikeres mérés
valoszinliségét, ez pedig igy irhato fel:

P = mpi + 2p2 = 1-— Q (251)

Egyértelmii, hogy ha () minimalis, akkor P maximalis lesz. Vildgos, hogy a ¢;¢s szorzatnak
minimdlisnak kell lennie a (2.49) szerint, és go-t kifejezhetjitk ¢; segitségével, azaz

cos? 6
q> = ) (252)
q1

ahol cos = |(¢1|1)9)|. Ezt felhaszndlva a @ valészintiség:

cos? 6
Q=maq + 2 P (2.53)
1

ahol ¢;-t most a probléma fiiggetlen paraméterének tekintjitk. A () valésziniiség optima-
lizalasdahoz a kovetkezo egyenletek sziikségesek:

g?OVM =\ /ny /m1 cos 0,
gt O™ =\ /n1 /ma cos 6.

Ezeket behelyettesitve a (2.50) egyenletbe:

QPOVM = 2 /iy cos 6. (2.55)

Ez az optimalis hibavaloszinliség. Ha azt a specialis esetet nézziik, hogy n, = ny = %,
akkor megkapjuk az un. Ivanovic-Dieks-Peres (IDP) limitet:

(2.54)

F)IDP =1- QIDP =1- |<¢1’w2>| . (256)

A kovetkezokben azt vizsgaljuk meg, hogyan hasonlithato 6ssze a Neumann-mérés a hibds
mérés valoszintiségével. Az elsé Neumann-mérés ()1 valoszintlisége:

Q1 =1+ 02l (¥ [y2) . (2.57)

Ez azt jelenti, hogy a [1/;) dllapot 100% valdszintiséggel adott jelet |¢o) pedig |(1)1|1hs)|?
valésziniiséggel. Ez igaz [i)9)-re is, igy a méasodik Neumann-mérés @)y valoszintisége:

Q2 = (W1 [2) [ + . (2.58)
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Osszefoglaloként attekintjitk, hogy milyen feltételek mellett lehet optimalizalni a hibés
mérés valdszinliségét. Ezt a hibavaldszintiséget Q°P'-nak fogjuk jelolni.

2
POVM cos“ 0
h — < <
@ A 1+cos29_n1_1+60529’
2
opt cos” 0
Q 1 a T 11 cos2d)’ ( )
cos?d
h >
@ & 1+ cos? 6

A mérési operatorok végleges alakjai a kovetkezdk lesznek:

1 qopt
- — 41
Hl = sinZ 0 Wﬁ@/}ﬂ?
(2.60)
O g5 IR
H2 - Sin29 ‘wQ ><w2 |

QPOVM

A megfelel6 detektor elrendezések Q1-re, QQo-re és -re a kovetkezd oldalon tekint-

hetok meg.

Ebben a fejezetben az egyértelmii stratégiat vizsgaltuk két tiszta allapot esetében. To6bb
specialis esetet is megvizsgaltak mar, példaul a , Két kevert dllapot kozotti megkiilonboz-
tetés” [20, 21, 22|, vagy az ,Optimdlis egyértelmi megkiilonboztetés tobb mint két dllapot
kozott”, ami az utébbira hivatkozva még részben nyitott probléma. Van viszont egy olyan
fontos eredmény, ami Anthony Chefles nevéhez fiz6dik, aki megmutatta, hogy az ,egy-
értelmid megkilonboztetés akkor is lehetséges, ha az dllapotok linedrisan figgetlenek” [19].
Az egyértelmi és a minimélis hibaju stratégia kozott 1étezik egy olyan Osszefiiggés, amely
a két modszer kozott mindig teljesiil. Ez az 6sszefliggés a kovetkezOképpen néz ki:

Por < 5Q"|. (2.61)

DO | —

Ez az eredmény érvényes tiszta, illetve kevert allapotokra.
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10)

ly,)

g} )

1)

2.2. dbra. Egy Neumann-mérés, ami |15)-t egyértelmiien megkilonbozteti.

D,

1

10)

)

g) 1)

D,
ly,)

2.3. abra. Egy Neumann-mérés, ami |i1)-et eqyértelmiien megkiilonbozteti.

10)

ly,)

1)

1)

2.4. dbra. Optimalis POVM, ami |11)-et és |1q)-t is egyértelmien megkilonbozteti.



KVANTUMALLAPOTOK MECGKULONBOZTETESE - STRATEGIAK 21

2.3. Maximalis konfidenciaji médszer

Az egyértelmli megkiilonboztetés akkor lehetséges, ha a lehetséges allapotok linedri-
san fliggetlenek. A maximdlis konfidencidaji stratégia gy tekinthetd, mint az egyértelmi
stratégia altalanositasa olyan allapotokra, amik nem sziikségszertien linedrisan fiiggetle-
nek. A P(g;|i) a posteriori valbszinliséget nevezziik el C; konfidencidnak, amely annak
a valészintisége, hogy o; allapot esetén i kimenetet detektalunk, azaz a P(i) detektor ad
jelzést. A C; konfidencidval azt a bizonyossagot mérjiik, amellyel az i kimenetbdl a g;
kezdeti allapotra kovetkeztethetiink. A maximalis konfidencidju modszer esetében ezt a
mennyiséget maximalizaljuk.

A Bayes-tétel segitségével a konfidenciat olyan értékekkel fejezhetjiik ki, amelyeket a fel-
meriil6 problémak sordn egyszeriien kiszamithatunk. Igy a feladat kezelhetévé valik. A
Bayes-tétel szerint, ha az A és B események valdszintisége ismert, akkor

P(BJA)P(A)

P(AIB) = =5

ahol P(B|A) az un. feltételes valoszintiség, P(A) az A esemény a priori valdsziniisége,
P(A|B) pedig az a posteriori valdsziniiség,.

A Bayes-tétel felhasznaldsaval a kovetkezo Osszefiiggést kapjuk eredménytil:

P(ai)P(i) = P(ila:) P(23), (2.62)
ahol P(i) = Tr (@ﬂz) a teljes valdszintiség, amit az ¢ detektor jelez, és o = n101 + 1202.
Tovabba felhasznalva, hogy P(i|g;) = Tr (@Zﬁl) és P(9;) = m;, meghatéroztuk a

_ P(0;)P(i] ;) _ ni Tr <§lﬂz)
Pi)  ~ mi(on)

(2.63)

konfidenciat [7, 11]. Itt a § = >°; m;0; az Gn. a priori siriségoperdtor, 1 pedig egy POVM
eleme, amelyre igaz, hogy

>0, és > I, =1. (2.64)

Ezutan pozitiv operatorokat vezetiink be:
0 = 0'°10" & g =mio™" 007> (2.65)
Fontos tudni, hogy a p;-re mindig fennall az alabbi kapcsolat:
01+ 02=1, (2.66)
ezt felhasznalva a konfidenciat felirhatjuk ugy, hogy
(o)

i (ﬁz) : (2.67)
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A szadmlaléban és a nevezében is megjelenik II;, igy az egyszertiség kedvéért definidlhatunk
egy 1j valtozét, amely a kovetkezo alakban irhatjuk fel:

LTI, (2.68)

ahol Tr (ﬁz) = 1. Ekkor a konfidencia a kovetkezoképpen fog leegyszeriisddni:

C;=Tr (@JL) . (2.69)

A (2.66) és (2.69) egyenletek a konfidencia optimalizalasanak alapjat képezik. Ha g,
és 0o egylttesen kifeszitenek egy H, d-dimenzi6ju Hilbert-teret, akkor a (2.66) egyenlet
jobb oldaldn szerepls 1 érték a d-dimenzi6ji 1, egységoperatort jelentené, tovabba, o
és 0o pozitiv operdtorok, melyek a (2.66) Osszefiiggés szerint spektralis reprezentacioval
rendelkeznek, azaz

d
01 =Y Mulk) (K],
k=1 (2.70)

d
02 = Y julk) (K|,
k=1

ahol a sajatértékek degeneraltsaga és a nulla sajatérték megengedett. Ekkor felirhatjuk,
hogy S0, |k) (k| = 14, és a (2.66) egyenletbé] kovetkezik, hogy

Ha a p; sajatértékeit csokkend sorrendbe rendezziik, azaz Ay > Ay > --- > Ay, akkor
< pg < oo < pg. A o1 legnagyobb sajatértéke A\ = A1 = 1 — pg, és 02 legnagyobb

sajatértéke fmer = g = 1 — Ag lesz, és mindkét sajatérték degeneralt lehet.

A kévetkezSkben a cél, meghatarozni C7*** és C3"** maximalis konfidencidkat két adott
4llapot megkilonboztetésére. Kibévithetjitk a II; operdtorokat a7(2.70) alapjan, ahol a

két megkiilonboztetett dllapot diagonalis. Ekkor egyértelmiien a II; off-diagonélis elemei
nem jarulnak hozza a konfidencidhoz a (2.69) egyenletben, és az dltalanossag elvesztése
nélkil feltehetjiik, hogy a diagonalis alakok:

_ d _ d
I, = 2_: ax|k) (K|, I, = 2_: bi|k) (K|, (2.72)

ahol a Tr (15[1> =1,ésa IE[Z pozitivitasdhoz a kovetkezd feltételek sziikségesek:

d d
k=1 k=1
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A (2.72) egyenleteit behelyettesitve a (2.69) egyenletbe, azt kapjuk, hogy
d d
Cl = Z ak)\k < )\mam és 02 = Z bk,uk < Hmax- (274)
k=1 k=1

Tegyiik fel, hogy A\az €8 fimar: nem degenerdltak. Ekkor az
ap=0bg=1 ¢é a1 =bpcq=0

feltételek ,teliteni fogjak” a fels6 hatart, igy

C{nax — )\maa:y C«;nax = Umaz | (275)

Ebben az esetben a II; mérési operator projektorok lesznek a maximalis sajatértékekhez
tartoz6 egy dimenzids sajattérben. Ha a maximalis sajatértékek degeneraltak, akkor a
mérési operatorok stirtiségoperatorok lesznek a maximalis sajatértékekhez tartozo alte-
rekben. A (2.75) egyenlet érvényes marad fiiggetlentil attél, hogy a maximalis sajatérté-
kek degeneraltak. A degeneraltsiag csak az optimalis mérési operatorok valodi kifejezését
befolyasolja. Ezek struktiraja az eredeti reprezentacioban ezutan

A

I = ¢;o /1072, (2.76)

ahol ¢; = Tr (H) az . skaldzdsi cayiitthato, és 2 T < 1.

Ha 9:-t egyértelmiien meg tudjuk kiilonboztetni, akkor C; = 1 lesz, ami azt jelenti, hogy
Amaz = 1 = fmin = 1 vagy i, = 0. Ez azt feltételezi, hogy Rk(92) < d = Rk(9),
ahol ¢ = 1101 + 1202. Hasonl6 megfontolasok igazak go-re is. A maximalis konfidencidju
stratégia az egyértelmi stratégia altalanositasanak tekinthetd.

Ebben a fejezetben megvizsgaltuk a maximalis konfidencidju stratégiat két bemend al-
lapotra. Ezzel egyszerii tetszoleges szamu allapotot kezelni, melynek altalanos formuldjat
a stratégia eredeti kidolgozdsdban vezették be [11], ahol a hdrom szimmetrikus qubit alla-
potanak az esetét vizsgaltak meg explicit médon, ami a Bloch-gdmb ugyanazon szélességi
korén fekszik. Bér ezt a stratégiat csak a kozelmultban fejlesztették ki, ennek ellenére
néhany specialis esetet mar meg is oldottak, mint példaul a , Maximdlis konfidencidji
maodszer kisérleti megualdsitisa a kvantuminformdcio kinyerése szempontjabdl” [23], és a
» Mazimalis konfidencidji mddszer szimmetrikus qudit dllapotok kéziott” [24]. Ennek a stra-
tégianak a rugalmassaga, és hatékonysaga révén szerencsére kisérletileg is megvaldsithato,
igy biztositva egy ,vonzo” alternativat a kordbban megismert stratégiakkal szemben.



3. fejezet
A Helstrom-formula levezetése

Ebben a fejezetben a Helstrom-formulat vezetem le analitikusan, felhasznédlva a fon-
tosabb osszefiiggéseket, amik a formuldhoz sziikségesek. A levezetés sajat munkanak
tekinthetd, mivel a cikkek nem tartalmazzak a részletes szamitésokat, csak a végeredmé-
nyeket kozlik.

Emlékeztetdiil, a minimalis hibaju stratégidban a mérés soran annak a valdszintisége,
hogy hibas eredményt kapunk (P, ), a kovetkez6 Osszefiiggéssel hatdrozhaté meg:

N
Perr =1- Pcorr =1- anTr (é]H]) ) (31)
j=1

ahol N a kvantumrendszer allapotainak szama, > ;n; = 1, 32, flj = ﬁDS, Dg pedig a
kvantumrendszer dimenzidja. Ebbol az egyenletbdl fogunk kiindulni, és vizsgalni fogjuk
N = 2 esetben. Ekkor a kévetkezo Osszefliggések sziikségesek:
m + 2 = 17
H1 + ﬂg = st'
El6szor is N = 2-t behelyettesitjik, igy a Py, valosziniiség:

Por =1—mTr (@1ﬂ1) —npTr (@2ﬁ2) : (3.4)
Ezutan behelyettesitjik a (3.2) kapcsolatot:
P =1+ 12 = Tr (01111 ) = mTr (2115 - (3.5)

Fejezziik ki a (3.3) kapcsolatbol ITj-et és ITy-t:
. N A I, = Ip, — 11
fiy+ 1y = I, = { 00 7L
Most ezeket fogjuk behelyettesiteni P, egyenletbe:
Pew = mAm—mTr (0i0lh) — o Tr (6o115) =
= m+n—mlr (@1 [st - ﬂQD —npTr (@2 [st - ﬂlD =
= m+n—mlr (@1st - @1ﬁ2) — eI (@2st - @2ﬂ1) .
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Itt felhasznaljuk a
Tr(A+ B) =Tr(A) + Tr (B) (3.7)
tulajdonsagot, igy az egyenlet a kovetkezd alaki lesz:
Pew =412 =1 | Tr (011pg ) = Tr (a1 ) | = s [Tr (821 ) — Tr (2o111)]

Tekintstik g1-et és go-t tiszta allapotoknak. Ez azt jelenti, hogy Tr (9;) = 1 és Tr (92) = 1.
Ezt felhasznalva, az egyenlet a kdvetkezoképpen fog alakulni:

-Perr = + 2 —mM |:1 —Tr (@112[2)} — 12 [1 —Tr (@Qﬁl)] -
= m+mn—m-+mlr (élﬂz) — 1o+ nTr (@2ﬂ1)
= m'Tr (@1ﬂ2) + n'Tr (@2ﬂ1) .

Tehat meghataroztuk a (2.11) egyenletet, azaz
N A A A
Perr =1- Z T]jTI‘ (@JHJ) = 771TI' (@1]._[2) + 772TI' (@Qﬂl) . (38)
j=1

A kovetkezOkben ezt az egyenlet fogjuk atalakitani alternativ kifejezésekre, ehhez ismét a
(3.2) és (3.3) Osszefiggéseket fogjuk segitségiil venni. A (3.8) egyenletet két részre fogjuk
bontani. El6szor kifejezziik 11;-re, majd Il,-re. Ehhez ismét a (3.6)-t kell segitségiil venni.

P..r valészinliség alternativ kifejezése II;-re

Elészor is 11, kifejezését fogjuk behelyettesiteni a P,,, egyenletébe, igy ezt az egyenletet
a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

Por = m'x (@1ﬂ2) + no'Tr (@Qﬂl) =mTr (@1 {[ADS - ﬂl]) +n'Tr (@2ﬂ1> =
= mTr (61lps — 6:Th) + T (oo01,) =
= [T (2udpg) ~ Tr (@) ] + T (2all) =
= [L=Tr (aafy) | + mpTr (80110 ) = my — mTr (1101 ) + mp T (2111 ) =
= o+ T (—madh) + Tr (6o = i+ T (—muai Tl + molly) =
= m+Tr ([772@2 — 1] ﬂl) :

Itt bevezetjik a A hermitikus operatort:
N =105 — mdr =Y M| dw) (Pxl. (3.9)
k=1

A jobb oldali kifejezés a hermitikus operator projektor felbontasat jeloli. Igy a Pu, vals-
szintisége I1;-re vonatkozdan:

A A

P = 1y + Tr (ATL ). (3.10)



A HELSTROM-FORMULA LEVEZETESE 26

P, valésziniliség alternativ kifejezése ﬁg—re
Most 11, kifejezését helyettesitjitk be a Py, egyenletébe:
Por = mTr (112) + o Tr (82T ) = mTr (01712) + 1T (82 | Ing — 1)) =
= mTr (0u0L) + mTr (21, — 0o115) =
= mTr () +me [Tr (Zalns) - Tr (&alla) | =
= 0 Tr (0u0) + 2 [1 = Tr (o) | = T (4Ta) + 2 — 0o T (2011,) =
= mp+Tr (ﬁ1@1ﬂ2) +Tr (—U2@2ﬁ2) =n—Tr (772§2ﬂ2 - 771@11_[2)
= m—Tr ([772@2 — 11.01] ﬂz) =n—Tr (Aﬂ2) :
[gy hasonl6 formalizmust irhatunk fel P, valdszinfiségére II,-re vonatkozéan:
Pee = 12 — Tr (AIL) (3.11)
A kapott egyenleteket Gsszevetve megkapjuk a (2.12) egyenletet:

Po=m+Tr (Aﬂl) =1, —Tr (Aﬂg) ) (3.12)

A A operator spektralis reprezentacidja

A kovetkezékben a A operator spektralis felbontasat fogjuk felirni. Tegyiik fel, hogy
Tr (ATl ) = 3 Ml Tlnlon) = (IT), (3.13)
k=1
azaz megfelel a I1,, mérési operator atlagértékével.
Bizonyitas:
() = Z/\k<¢k|ﬂm|¢k> = ZAk<¢k|ﬂmj|¢k> =
= ZZ)\k Ok T ar) Gz||<l5k ZZ ar|dr) M (D1 [T |ar) =

= El:<al|AHm|al>: Tr (ATl,) v

Ezt az Osszefiiggést felhasznalva megkapjuk a (2.14) egyenletet:

Dg

Perr =M + Z )\k ¢k‘H1‘¢k =1"n2 — Z )\k ¢k‘H2‘¢k> (314)

k=1

A0, és 10, meghatarozasahoz sziikség lesz az alabbi megfontolasokra:

A <0 ha 1 <k <k,
A >0 ha ko <k<D, (ahol D < Dg)
A =0 ha D <k < Dsg.
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Emlékeztet6iil, amennyiben vannak pozitiv és negativ sajatértékek a A operator spektrélis
felbontasaban, akkor a minimélis hibaji mérést egy Neumann-mérésnek lehet tekinteni,
és a meghatarozandé operatorok egyrészt {|¢1), ..., |r,—1)}, masrészt {|ok,), .-, |Pps)}
allapothalmazokra kifeszitett két ortogonalis altérre vetitett projekciokbdl allnak. Ezek
utan a két operatort felirhatjuk a kovetkezd modon:

ko—1

I, = z_: |Pr) (x| (A < 0)

A

f, = 3 ool On>0) (3.15)

k=ko

Ezeket behelyettesitve a (3.14) egyenletbe:

Ds ko—1
Pov=m+ > > Ne(0n|dn) (dr|dn) = m2 — Z Z e Pk | Pr) (D | Dw), (3.16)
k=1 k=1 k=1 k—Fo

ahol (¢ |pr) = 1. Ekkor az egyenlet tovabb egyszer(isodik, azaz:

Dg ko—1

err_771+z Z P‘k‘ _772_2 Z ’)‘k‘ (317)

k=1 k=1 k=1 k=ko

A >0esetén kg < k< D,ahol k=1,1gy kg — 1< D és D < Dg.
A < 0 esetén pedig 1 < k < kg, igy k < kg és D < Dg.

Ezutan az egyenlet a kovetkezo alaku lesz:

ko—1

D
crr =M — Z |)\k =M — Z ‘)\k|7 (318)

k=ko

ezzel pedig megkaptuk a (2.17) egyenletet.

Mivel a két szummazast egyenlonek tekinthetjiik, igy az egyenlet jobb oldaldt megszo-
rozzuk egy l-es faktorral. Igy az egyenlet a kévetkezdképpen fog leegyszertisddni:

Pe= 5= 3 E Il =5 (1- T ). (3.1

ahol A\ a A operator sajatértékei, melynek osszege megegyezik az operator nyomaval, azaz
Z )\k =Tr (A) =Tr (7]2@2 - 7’]1@1) . (320)
k

Ezt felhaszndlva:

1

Perr = 5 (1= Tr(|n202 —maorl) = 5 (1 — |[n202 — maonl]) | (3.21)

DO | —

Azaz megkaptuk a Helstrom-formula alakjit, amely a 9; és 0o minimalis hibaji meg-
kiilonboztetésének valoszintiségét hatarozza meg.
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